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. 数值 计算 的 复杂 性 理论 ， 在 20 世 纪 80 年 代 取 得 了 若干 重 
要 进度， 引起 了 人 人们 的 注意 . 这 一 进展 妍 发 生 在 应 用 数学 领域 ， 
义 植 根 于 纯粹 数学 的 深层 ， 令 两 方面 的 数学 家 都 十 分 甘心， 

本 书 力 图 以 浅显 易 懂 的 语言 ， 准 确 地 向 读者 介绍 数值 计算 
复杂 性 理论 的 重要 渤 展 . 斯 梅 尔 教授 的 并 创 性 工作 ， 是 金 书 的 
重点 . 

第 一 章 以 易 掌 务 做 的 不 动 点 选 代为 引子 ,说 明 收 侣 性 算 
法 是 否 成 功 》 和 复杂 性 《计算 效率 如 何 ) 的 关系 ,着 重 阅 明 为 
什么 “多 项 式 时 间 算 法 ”那么 重要 ， 这 一 章 ， 是 基本 概念 的 准 
备 ， 第 二 索 专 写 中 学 生 可 以 完全 着 懂 药 库 轴 算法 及 其 坦 雪 性 讨 
论 的 结果 .这 一 章 邮 写 一 些 完全 值得 :因为 这 是 当代 前 沿 研究 
中 罕见 的 可 以 讲 得 相当 浅 白 的 工作 ， 第 三 章 雯 述 斯 梅 尔 美 于 和 牛 
幅 算 法 的 复杂 注 研 究 的 开创 性 工作 ， 以 及 钨 的 工作 对 复杂 性 理 
论 的 深远 影响 。 第 四 章 介 绍 线性 规划 问题 的 意义 ， 算 法 研究 和 
复杂 性 讨论 其 者 相 得 益 萌 的 发 展 ， 这 是 十 年 来 复杂 性 讨论 中 曲 
引信 注目 的 论题 . 这 一 章 的 最 后 ， 还 简单 谈 谈 复杂 性 讨论 的 党 
料 环 进 : 应 用 问题 向 几何 学 、 拓 扑 学 、 代 数 几 何 、 积 分 几何 与 
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几何 玻 率 、 单 叶子 数理 论 等 让 而 村 成 工 2 . 

这 必 重 大 的 进展 ， 吉 北 计 窗 的 洒 容 不 可 能 在 这 往 一 本 小 
册子 口 完整 论述 、 笔 者 宰 汇 为 共有 中 掌 玫 学 恭 奈 的 涩 学 尝 好 淹 
写作 的 案由 ， 务 必 保 证 他 从 可 拟 着 说 尖 江 分 内 容 ， 在 有 有 此 地方 
精心 制作 粗 线 条 的 描述 ， 不 和 失 为 一 纪 如 的 候 理 ， 实 际 上 上 ， 这 对 
作者 也 是 一 次 考试 ， 但 我 们 表 确 重 在 图 且 和 揭示 数学 思 术 ， 这 
是 数学 创造 的 真 谤 ， 一 些 苦 仔细 论 主 则 难免 查 难 的 地 方 ， 就 代 
之 以 粗 线 条 的 和 力求 准确 的 定性 说 明 . 芦 中 还 穿 播 若 干 有 趣 的 
科学 故 素 ， 读 者 定 会 从 中 得 到 启迪 

作为 一 本 高 层次 的 科普 著作 ， 我 们 不 准备 采用 专著 的 撰写 
. 形式 ， 除 了 正文 的 写作 将 具有 上 一 段 明 言 的 特点 以 外 ， 我 们 也 
不 详 列 参 考 文献 和 名 词 案 引 ， 对 于 希望 深入 了 解数 值 计算 复杂 
性 理论 的 进展 和 内 容 的 读者 ， 我 们 仅 列 以 下 中 文书 籍 ; 中 山大 
学 出 版 社 1986 年 出 版 的 《单纯 不 动 点 算法 基础 科学 出 版 社 
1989 年 出 版 的 双 代 数 方程 组 与 计算 复杂 性 理论 8》， 重 庆 出 版 社 
1990 年 出 版 的 《 同 伦 方法 引 论 》， 了 以 及 国防 工业 出 版 社 1991 年 
出 版 的 《拓扑 理论 及 其 应 用 # 这 些 著作 中 指出 了 重要 的 原始 文 
献 ， 但 是 必须 再 一 次 强调 ， 以 上 著作 只 是 进一步 专门 阅读 的 建 
议 ， 而 不 是 对 谈 者 的 要 求 . 本 节 除 了 希望 读者 具有 明 好 的 创造 
思维 以 外 ， 只 要 求 读者 具备 运用 中 学 数学 进行 思考 的 能 力 ， 

最 后 我 们 指出 ， 本 书 与 计算 机 科学 的 复杂 性 理论 不 同 ， 完 
全 不 谈 可 计算 性 、 二 进 制 、 图 灵机 和 人 工 智能 ， 具 体 地 说 ， 我 
们 假定 读者 从 未 接触 过 电子 计算 机 当然， 计算 机 科学 的 复 厅 
性 理论 和 本 书 所 号 的 数值 计算 的 复杂 性 理论 ， 二 者 有 深刻 的 联 
系 ， 我 们 设想 在 条 件 成 熟 的 时 候 ， 腔 刻 的 联系 会 在 一 些 读者 的 
头脑 中 油 然 自生 . 

* 走 向 数学 ”从 世 的 组 织 与 出 版 ， 是 具有 深远 影响 的 工程 ， 
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在 中 学 数学 的 基础 上 ， 用 现代 观点 向 离 中 生 ， 中 学 教师 、 大 学 
低 年 级 学 生 ， 工 程 技术 人 员 和 数学 爱好 者 介绍 数学 的 一 些 创 造 
思想 ,使 大 家 真正 地 认识 数学 ， 了 解数 学 ， 热 爱 数学 ， 走 向 数 
学 ， 是 一 种 很 有 意义 的 工作 . 

在 师长 和 同道 的 鼓励 和 鞭策 之 下 ， 笔者 承担 了 本 书 的 写作 
任务 ， 笔 者 学 识 陋 浅 ， 虽 埋 芍 业 业 写作 ， 廖 误 亦 恐 难免 ， 诚 户 
读者 批评 指教 ， 不 负数 学 为 用 之 美 . 

江 泽 涵 教授 从 特例 入 手 的 研究 方法 ， 疾 文俊 教授 对 构造 性 
数学 名 计算 机 的 兴趣 ， 都 很 使 笔者 受益 说 以 此 书 的 写作 ， 南 
给 两 位 敬爱 的 老师 . 


王 则 柯 谨 识 
1990 年 看 于 中 出 大 学 岭南 学 院 
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第 一 章 ”数值 计算 的 复杂 性 问题 


复杂 性 (complexity) 作为 一 个 科学 名 词 出 更, 是 最 近 20 年 
的 事 , 这 也 是 在 《数学 首 科 辞典 }》 和 《简明 不 列 颠 百科 全 书 》 中 
， 找 不 到 “复杂 性 ”条 目的 原因 ， 

复杂 性 的 科学 研究 ， 有 漫延 的 赵 势 ， 例 如， 新 近 已 经 有 人 
讨论 碎 形 几何 “The geometry of fractal sets) 集合 的 复杂 性 问 
题 . 不 过 ， 已 经 成 大 气候 的 却 还 只 限于 两 个 方面 : 计算 机 科学 
的 复杂 性 理论 和 数值 计算 的 复杂 性 理论 . 

读者 昕 说 过 二 进 制 数 、 图 灵机 、 递 归 函 数 和 人 工 智 能 ， 这 
些 内 容 都 属于 理论 计算 机 科学 复杂 性 讨论 的 范围 . 粗 路 了 地 说 , 计 
算 机 科学 的 复杂 性 讨论 ， 是 有 关机 器 〈 指 计算 机 》 原理 、 功 能 
和 和 机 器 设计 的 讨论 数值 计 算 的 复杂 性 讨论 ， 则 主要 基数 值 计 
算 方 法 的 效率 和 数值 计算 方法 的 设计 的 讨论 ， 当 然 ， 两 种 复杂 
性 讨论 之 间 存 在 着 深刻 的 联系 ， 它 们 都 且 电 子 数字 计算 机 医者 
发 展 和 广东 应 用 的 产物 但是， 它们 之 间 久 有 了 明确 的 界限 ， 例 
如 ， 为 了 研究 计算 方法 的 复杂 性 问题 ， 你 不 必 知 道 多 少 视 器 的 
原理 ， 但 是 要 研究 计算 机 科学 的 复杂 性 问题 ， 非 得 精 脖 机 器 的 
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原理 不 行 . 现代 的 数值 计算 ， 当 然 夜 不 开 计 算 机 但是， 使 用 
机 器 和 了 解 机 器 的 原理 ， 毕 竟 是 天 回 事 ， 现 在 计算 器 已 经 很 普 
及 ， 人 人 都 会 用 ， 然 而 这 些 人 多 半 不 知道 也 不 关心 它 的 运行 原 
理 ， 在 这 个 意义 上 ， 可 以 说 数值 计算 的 复杂 性 讨论 ， 研 究 的 是 
如 何 更 好 地 利用 机 器 进行 数值 计算 的 问题 ， 

本 书 的 宗 民 ， 是 在 中 学 数学 的 基础 上 ， 向 读者 介绍 数值 计 
算 复杂 性 讨论 的 思想 和 进展 . 复杂 性 计 论 的 应 用 性 很 强 ， 但 是 
读者 将 会 看 到 ,纯粹 数学 中 源 先 被 认为 是 很 抽 稼 的 一 些 理 论 ,在 
这 个 应 用 科学 的 研究 中 表现 出 强大 的 生命 力 . 

我 们 从 最 箱 单 的 例子 开始 ， 深入浅出 地 叙述 数值 计算 复杂 
性 讨论 的 思想 和 进展 ， 个 别 细 述 难免 绽 难 的 地 方 ， 则 代 之 以 粗 
线条 的 定性 说 明 ， 文 武之 道 ， 一 张一弛 ， 书 中 还 穿 播 若干 有 趣 
的 科学 故事 . 


$1 代数 方程 的 不 动 点 和 狗 代 算法 


为 了 说 明 数 值 计 算 的 复杂 性 问题 . 我们 先 介绍 一 种 特殊 的 
计算 方法 一 代数 方程 的 不 动 点 选 代 方法 . 这 种 方法 一 学 就 会 . 
中 学 数学 讨论 得 最 多 的 代数 方程 是 形 如 
ax: 二 bx 十 c 一 0，a 基 0 
这 样 的 一 元 二 次 方程 ， 它 的 两 个 根 可 以 按照 
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24 
这 个 求 根 公 式 算出 来 ， 这 种 把 代数 方程 的 根 用 方程 系数 经 有 限 
次 加 、 碱 、 蒋 、 除 和 开 方 送 算 表 示 出 来 的 方法 ， 叫 做 代数 方程 
的 代数 解法 . 
"2 


爱好 数学 的 读者 知道 ， 三 次 方程 和 四 次 方程 也 是 有 代数 解 
法 的 ， 只 是 中 学 里 一 般 不 学 娘 了 .但是 ， 数 学 家 已 经 证 明 ， 五 
次 方 称 和 更 高 次 的 方程 ， 就 找 不 到 普遍 适用 的 代数 解法 ， 这 就 
是 说 ， 不 会 有 用 方程 系数 经 有 限 次 如 减 乘除 和 开 方 运算 把 方程 
的 根 表 示 出 来 的 公式 ， 这 种 “无 公式 解 ” 的 本 性 ， 是 和 五 次 以 
下 的 方程 不 赔 的 ， 由 于 这 个 原因 ， 在 本 书 中 ， 志 后 我 们 只 把 五 
次 和 高 于 五 次 的 代数 方程 山 做 高 次 方程 . 

高 次 方程 虽然 没有 普遍 适用 的 代数 解法 ， 但 是 却 有 一 些 非 
代数 的 或 者 说 非 公式 的 解法 ， 这 一 节 ， 先 介绍 高 次 方程 的 不 动 
点 迭代 解法 . 


代数 方程 都 可 以 表示 成 
fr =aor Far 十 和 十 ii 十 rr 一 0， Go, 
这 里 f(z) 是 一 个 次 包 项 式 , 如 果 能 够 把 方程 
Fx)=0 
改写 成 
x 二 Pp (TT) 
的 形式 ,并 且 能 够 找到 一 个 z 使 得 
X= (x"), 
那么 ,z "就 是 原 代 数 方程 的 一 个 解 .， 
把 方程 f(x) 一 0 改写 成 z= 二 g(x) 的 形式 ,非常 容易 ,也 有 
许多 方式 . 例如 ,可 以 写成 


X= dr dr da 
这 时 p= Aor A a ria, 
也 可 以 写成 
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这 时, 右 端 的 分 式 函 数 就 是 所 说 的 g(r), 因为 一 p0zr) 是 从 
flr) 一 0 变形 来 的 ,所 以 新 方程 的 解 就 是 诛 方 程 的 解 . 

>" 是 新 方程 的 解 ,就 是 说 7 -ytxr'). 请 看 函数 qt). 
个 函数 ,就 表示 一 个 对 应 ,或 者 说 去 示 -个 变换 . 函数 pg 是 把 zx 
变 成 p(x) 的 对 应 . 现在 z' 二 p(x")., 就 是 说 函数 YY 把 二 变 成 
x") 二 Zz" 自己 , 撞 一 个 说 法 ,就 是 x ' 经 过 这 个 变换 没有 动 . 
由 于 这 个 原因 ,使 得 rz" 一 pz 的 点 加 做 函数 的 下 动 点 ， 
形 如 <=P《z) 的 方程 ,也 就 叫做 不 动 点 方程 . 

从 上 面 可 以 看 出 ,把 代数 方程 改写 成 不 动 点 方程 是 容易 的 ， 
难 的 是 怎样 得 到 不 动 点 x" . 为 此 ,我 们 采用 选 代办 法 : 找 一 个 点 
记 作 mm 代入 函数 到 得 到 pCxrs), 记 作 x; 再 代入 gp, 得 到 (x1)， 
记 作 .rw…… 如 此 一 直 做 下 去 ,可 以 得 到 “个 序列 
其 选 代 闫 系 可 以 表示 成 

Tost1 = re 7 一 0 2 

有 超 的 是 ,这 个 迭代 序列 有 了 时候 可 以 帮助 我 们 找到 所 要 的 不 动 
点 . 这 就 是 不 动 点 适 代 方法 . 

先 试 一 试 . 

考虑 5 次 方程 

25 一 17 天 十 2 一 0， 
首先 把 它 变 成 一 种 不 动 点 方程 : 
_ 六 十 2 


一 


访 里 的 = 表示 (zx’ 十 2)/17 就 是 q(x). 选 zo 一 0 进行 送 代 ,得 
Ts = {0.1176477 +2)/17=—0.1176483, 


zs= (C0. 1176483’ 二 2)/17=0.1176483, 


z “一 0.1176483 就 是 @ 的 一 个 不 动 点 ,所 以 是 原 5 次 廊 程 的 一 
个 解 . 

熟悉 这 方面 内 容 的 读者 可 能 先 已 看 出 ，2 是 原 5 次 方程 的 
一 个 解 ， 但 是 如 果 你 不 懂 连 代 法 ， 或 者 虽然 懂得 是 不 去 做 ， 就 
无 论 如 何者 不 出 0.1176483 这 个 解 . 

这 个 选 代 过 程 要 算 5 次 方 ,好 在 一 般 计 算 器 都 有 这 个 功能 . 
所 以 ， 每 次 选 代 只 基 按 几 王 键 的 事情 ， 这 征 科 技 发 展 给 我 们 带 
来 的 好 姓 ， 有 些 间 学 只 言 欢 推 理 ， 不 言 欢 计算 ， 更 不 言 欢 小 数 
点 ， 认 为 计算 没有 多 少 学 问 ， 其 实 ， 计 算 和 类 代 都 有 深刻 的 学 
问 ， 许 多 重大 的 科学 现象 ， 都 蚌 在 计算 机 帮助 下 发 现 的 .美国 
物理 学 家 非 根 鲍 姆 “ 玩 ” 计 算 器 人 了 迷 ， 为 开创 混沌 理论 作出 
了 重大 贡献 ， 就 是 生动 的 例子 .小 小 计算 器 空 有 许多 功能 而 我 
位 不 去 利用 ， 岂 不 可 惜 ? 

刚才 , 我 们 选 z。=0 开始 迭代 ,， 莫 得 成 功 ， 这 是 不 是 巧合 ? 
是 不 是 接受 了 什么 暗示 ? 提出 怀疑 是 完全 合理 的 ， 应 当 儿 做 几 
次 试验 ， 下 面 ， 分 别人 失 mm=1，z 一 一 1， 阅 一 2，m 了 一 一 2 开始 
迭 伐 ， 把 4 个 迁 伐 序列 记录 在 一 张 表 上 ， 


到 本 Tr 工 rm “ 十 

0 2.0 1.0 . 一 1.0 一 2.0 

1 2.0 0. 1764705 0. 0588235 —1.7647059 

2 0. 1176571 0. 1176471 0. 8890822 

3 0. 1176483 0, 1176483 0. 0849686 
4 0. 1176483 0. 1176483 0. 1176473 

5 0.1176483 
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0.1176483 


到 现在 为 止 ，5 个 迭代 序列 都 是 成 功 的 ， 一 共 找到 2 个 解 
下 面 ， 再 扩大 范围 试 试 ， 从 0 一 3 和 Xo 一 一 3 开始 迭代 ， 数据 如 
四 


ba Ta nm 

总 3 0 一 3.0 

L 14. 411765 -一 4. 13647t 
2 36571. 122 -一 全 36 和 1 .4 人 2 
3 


3. 84806X 10° 25497 X10 


不 必 再 算 下 去 就 可 以 判断 ， 这 两 个 序列 都 是 没有 极 殷 的 ， 适 代 
公式 是 zp 一 《xn) 一 (x 十 2)/17， 当 x 这 经 很 大 时 ，x; 就 会 
非常 大 ， 最 后 除 以 7, 仍然 保持 很 大 . 所 以 ， 从 zo 一 3 开始 的 
迭代 跑 向 十 ce ,从 一 一 3 开始 的 选 代 则 趋向 于 一 ,它们 都 不 
收 往 . 这 时 ， 我 们 也 说 这 样 的 迭代 序列 发 散 . 

这 一 基 开 头 说 过 ， 不 动 点 迭代 方法 一 学 就 会 ， 的 确 ， 现 在 
你 已 经 会 了 ， 但 是 我 们 没有 说 会 做 兴 代 就 保 蕉 进 代 成 功 ， 迁 代 
是 否 成 功 ， 怎 样 使 选 代 成 功 ， 正 是 数值 计算 的 复杂 性 要 讨论 和 
研究 的 问题 . 

为 了 进一步 把 上 述 选 代 的 情况 研究 清楚 ， 可 以 亢 一 张 迭 代 
收敛 图 帮助 我 们 分 析 ， 


-0 -1 0 1 2 3 十 59 


和 个 一 一 | A 
-3 -2 
图 1.1 
区 1.1 标明 了 前 面 所 做 的 7 个 选 代 过 程 的 结果 ，1 个 送 代 
驻守 在 2 这 个 不 动 点 , 4 个 迭代 收敛 到 0. 1176483, 另外 2 个 和 渤 


代 分 别 向 十 cs 和 一 c 发 散 . 这 个 图 启发 我 们 提出 进一步 的 问题 ， 
C1) 从 一 3 开始 的 迭代 发 散 ， 从 一 2 开始 的 迭代 收 伊 ， 一 3 


=。 站。 


和 一 2 之 间 ， 应 当 有 一 个 分 界 点 . 分 界 点 在 哪里 ? 从 分 界 点 开始 
的 近代， 究竟 怎样 进行 ? 

(2) 从 点 上 开始 的 只 代 收 伍 到 0. 1176483 这 个 不 动 点 ， 从 
点 2 开始 的 迭代 驻守 在 点 2 这 个 不 动 点 ， 它 们 之 间 也 应 当 有 -~- 
个 分 界 点 ， 也 有 同样 的 问题 . 

《3) 点 2 和 点 3 之 间 ， 也 存在 同样 的 问题 . 

为 此 ， 我 们 做 3 个 选 代 ， 数 据 如 下 ， 


得 Xa | 2 In 

0 —2.1 1.98 2.1 

1 一 2.2847653 1. 5741759 2. 5200594 
2 一 3, 5446962 0. 6862608 $6. 0963224 
3 —32. 801317 9 1266006 495. 44315 
和 一 2233610. 6 0. 1]176489 

5 人 1176483 

6 0. 1176483 


看 来 ， 点 2 商 右 过 去 一 点 ， 选 代 就 发 散 到 十 c， 点 2 向 左 
一 点 , 挝 代 就 收 合 到 0. 1176483; 而 从 点 一 2. 1 开始 的 选 代 , 就 
发 散 到 一 oo. 

更 细致 的 试验 ,得 出 以 下 数据 : 


Tn Tn Tn TI» 


—2. 0590 一 疡 0589 1. 9999 2. 0001 
一 2. 0592245 一 2. 0586959 1 .9995295 2.0004706 
一 名 0604117 一 2.0576176 1. 9977868 2. O022158 
一 2.0666374 一 2.0519269 1. 98968078 2.0104505 
一 和 1002199 ”一 和 0220904 1. 9516012 2. 0496956 
一 2.2860233 ”一 1.8709824 1 7830008 2. 2457759 
一 3 5547898 一 1.2310038 1.1776542 3. 4779865 

外 
各 
0 
u 


-33,272681 —0. 048636 :2508887 30. 053423 

一 2398777.8 0.117647 1177055 1442184. 5 
一 4 6719X108 0.1176483 .1176483 
0.1176483 -1176483 
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从 以 上 试验 ， 可 以 得 出 两 个 结论 ，---，。 点 2 是 个 弧 社 的 很 
不 稳定 的 不 动 点 ， 迁 代 出 发 点 x 与 点 2 闫 一 点 点 , 渤 民 结果 就 
完全 不 同 ,二 ,问题 (2) 的 分 界 点 ,在 一 2.0590 和 一 2. 0589 之 
癌 。 现在 我 们 用 另 … 种 不 得 一 学 就 从 而 其 必 定 成 功 的 先 代 法 把 
这 个 分 界 点 定 下 来 ， 这 就 起 对 分 区 间 选 代 法 ， 现 将 这 种 方法 分 
述 如 小: 

我 们 要 解 的 是 方程 ftx) 二 0. 如 果 我 们 已 经 知道 两 点 a 之 2 
使 得 fa 六 5)<20, 即 Ja} 机 tt 如 1 符 导 相 友 ,那么 在 ta, 如 当 
中 取 中 点 cy 计算 fle), 倘 半 了) 一 90, 解 忆 求 天 ,不必 青 迁 代 下 
去 . 否则 ,如 果 (ay 0 过 0, 知 了 (和) 同 导 ,就 授 掉 原 
来 的 5 把 c 作为 新 的 5, 仍 如 十 法 尝 代 ;如 果 fc) (5) 之 0, 知 
ft 中 和 f(a) 同 号 ,就 护 掉 原来 的 4 把 ec 作为 新 的 a, 仍 如 上 法 
迁 代 . 这 就 是 同 符号 顶替 的 原则 . 这 样 .等 选 代 -次 (ay 的 区 间 
的 长 度 缩 小 一 半 ,而 在 区 问 两 美 , 昂 数 yt) 的 符 导 总 是 相反 . 于 
是 ,根据 .ffz)? 的 过 续 性 (这 点 可 暂 不 深究 }, 这 些 每 次 缩短 一 半 
的 区 间 最 后 套 住 一 个 点 .这 个 点 一 定 是 Ax) =0 的 解 . 

现在 就 来 试 试 . 前 已 郑 道 、 - 2. 0590 和 一 2. 0589 之 间 应 当 
有 一 个 分 界 点 ， 我 们 就 拿 a 一 一 2.0590 和 8= 一 2.0589 开始 ， 
fila) =— 3.817 X10 7 <0 /0) = 3.1469 X 107 之 0, 正 好 符 
合 f(ay + 了 5) 之 0, 桶 (ae 的 的 中 点 "= 一 2.05895; 算 fc), 这 
时 不 必 记 录 具 体 结 果 , 只 要 知道 正人 负 就 吓 以 , 算得 六 ec) 之 0, 与 
f(a) 同 号 ， 所 议 按 照 同 符号 顶 凑 的 原则 ,到 < 作 新 的 ea， 十 次 
和 送 代 就 取 (as 的 一 (一 2.05895, 一 2. 05890). 

如 果 拘 泥 于 中 点 , 下 次 该 取 < 一 一 2.058925. 但 对 分 区 间 选 
代 有 个 好 处 ，c 取 偏 一 点 关系 不 天， 只 要 不 跑 出 (a, 5) 就行. 
为 了 不 一 下 子 增加 数字 长 度 , 我 们 取 <= 一 2. 05893, 算得 /人 ) 
>0， 再 取 c 一 一 2.05894， 也 得 /tc) 三 0. 接 下 去 : 

sR. 


< 一 一 2.058945， /ce) 2 0， 
一 2. 058947， cy) > hs 
一 2.058948 .Fe < 0 
一 2.0589475， /Cc) > 0， 
一 2.0589477, Ac < 0, 
一 一 2.0589476, ce) > 0, 

限于 计算 器 的 能 力 ， 再 精确 下 去 已 经 不 可 能 ， 我 们 就 取 c= 
一 2, 589476 作 为 ACx) 一 0 的 一 个 近似 解 . 这 时 ,fl(e) =*1.2X 
10“， 这 个 解 已 经 相当 精确 

至 此 ,我 们 找到 了 六 x) 一 0 的 一 个 解 ,也 就 是 :ur 一代 2 
只 代 的 三 个 不 动 点 ， 即 2，0. 1176483 和 一 2. 0589475， 经 过 这 
样 一 番 研 究 ， 我 们 对 zj 二 gz.) 夺 代 的 收 化 情 部 有 更 准确 的 
了 解 ， 这 些 情况 ， 都 总 结 在 图 1.2 上 


i 


[ 
[i 
如 
[ 


A B © 
一 一 一 于 一 一 一 一 一 一 
0 
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方程 六 z) 一 x 一 17x 十 2 二 0 共有 3 个 不 同 的 实数 解 ,它们 
是 A 二 一 2.0589476， B= 二 0.1176483 和 C=2, 有 的 读者 可 以 看 
出 C 这 个 解 , 但 是 如 果 不 做 迭代 法 ， 再 脱 明 的 人 也 不 会 知道 4 
和 上 B 这 两 个 解 . 
从 不 动 点 迭代 zi 一 P (z) 一 《〈 瑟 十 2) 117 的 角度 来 看 ， 
4 和 都 是 孤立 的 不 稳定 的 不 动 点 ,在 4 或 C 附近 开始 进行 不 
动 点 迁 代 ， 出 发 点 差 一 点 点 ， 和 迭代 结果 就 会 面目 全 非 ， 如 果 以 
迁 代 的 结局 来 瓜分 数 轴 ， 那 么 〈 一 拓 ，4) 是 一 oo 的 地 盘 ，(4， 
C) 是 互 的 地 盘 ，(C， 十 ce》 是 十 co 的 地 盘 ， 而 4 的 地 盘 只 有 
它 自 己 一 个 点 {有 A} ， 的 地 盘 也 只 有 它 容 已 一 个 点 {C}. 
"gg. 


请 记 住 这 个 例子 ， 后 画 ， 它 还 会 给 我 们 提供 新 的 启示. 


8 2 收敛 性 和 复杂 性 一 
算法 优 劣 判别 的 两 个 层次 


数学 讨论 最 终 还 是 要 解决 实际 问题 ， 如 果 面 对 的 是 方程 求 
解 的 问题 ， 那 么 首先 就 要 回答 方程 有 没有 解 这 个 所 谓 解 的 存在 
性 的 问题 ， 方 程 有 多 少 个 解 ， 解 在 什么 地 方 等 等 ， 也 都 属于 这 
类 问题 . 

存在 性 讨论 有 两 种 基本 方式 . - -全 是 构造 性 的 证 明 方法 , 那 
就 是 具体 设计 一 种 方法 把 解 找 出 来 ， 从 而 说 明 解 是 存在 的 ， 找 
到 了 的 东 币 当然 是 存在 的 东西 ， 这 就 是 构造 性 方式 的 暂 学 . 郧 
一 种 是 非 构造 性 的 证 明 方 法 ,其 代表 就 是 反 证 法 : 假定 没有 解 ， 
然后 通过 推理 ， 引 出 与 已 知事 室 的 矛盾 

反 证 法 在 还 辑 上 常常 是 漂亮 的 ,但 是 带 给 人 们 的 信息 较 少 ， 
例如 , 一 所 2 千 人 的 中 学 ， 总 有 1 于 人 的 身高 在 1. 5 米 和 2 米 
之 间 ， 由 此 容易 推出 至 少 有 两 个 人 的 身高 相差 不 到 半 毫 米 ， 这 
里 ， 反 证 法 所 用 的 ， 也 算是 抽 展 原理， 如 果 要 你 通过 实测 找 出 
身高 相 佐 不 足 半 豪 米 的 两 个 人 来 , 就 不 那么 容易 了 . 又 比如 , 面 
对 3 只 欠 鸡 ， 看 也 不 看 你 就 可 以 作出 “其 中 必 有 两 只 雏鸡 的 性 
别 相 朵 ”这样 一 个 存在 性 的 判断 ， 因 为 不 然 的 话 ， 就 和 鸡 只 有 
路 梭 两 个 性 别 的 已 知事 实 并 盾 ， 这 个 剂 断 论证 过 程 ， 就 是 非 构 
造 性 的 ， 峭 车 你 是 一 个 识 鸡 的 行家 ， 确 实 准 认 出 其 中 有 了 两 只 是 
雄 锥 ， 并 由 此 得 到 “有 两 只 雏鸡 的 性 别 相 同 ” 的 判断 ， 这 个 判 
断 论证 过 程 就 是 构造 性 的 ， 两 相 比较 ， 构 造 性 的 判断 方式 具体 
指出 了 两 只 雄 雏 ， 所 以 提供 的 信息 比较 多 ， 而 前 面 说 的 非 构 造 
性 的 判断 ， 在 我 们 这 个 锥 鸡 性 别 问题 里 ， 一 点 也 没有 提供 出 有 

"10"* 


实用 价 信 的 信息 ， 

但 是 在 数学 发 展 的 漫长 进程 之 中 ， 非 构造 性 揭 讨 论 方法 作 
用 很 太 ， 功 不 可 没 . 我 们 知道 ， 社 会 要 求 和 内 部 动力 是 数学 发 
展 的 两 大 激励 ， 非 构造 性 的 讨论 方式 ， 常 常 就 是 数学 大 系统 的 
内 部 动力 的 体现 ， 另 外 ， 除 了 未 有 构造 性 方法 时 自然 欢迎 非 构 
造 性 方法 以 处 , 我 们 还 要 注意 , 人 类 的 认识 帮 是 相互 联系 的 , 非 
构造 性 方法 得 到 的 结论 ,常常 可 以 给 研究 构造 性 方法 指引 方向 . 
最 典型 的 例子 ， 就 是 数学 家 已 经 用 非 构造 性 的 方法 证 明了 ， 不 
存在 用 圆规 直 尺 三 等 分 任意 角 的 通用 方法 ， 不 存在 高 次 方程 的 
代数 解法， 这 就 使 后 人 可 以 避免 在 寻求 三 等 分 角 和 高 次 方程 代 
数 解法 方面 空 耗 精 力 《论证 某 种 东西 不 存在 ， 和 论证 某 种 东西 
存在 一 样 ， 都 属于 存在 性 问题 ). 相反 ， 如 果 对 于 一 个 问题 ， 数 
学 家 已 经 用 非 构 造 的 方式 证 明了 解 基 一 定 存在 的 ， 这 就 指引 后 
人 更 明确 地 去 寻 技 把 解 具体 找 出 来 的 构造 性 方法 ， 对 分 区 间 选 
代 法 就 是 这 样 想 出 来 的 ， 

应 用 部 门 对 数学 的 要 求 ， 主 训 不 在 于 解 是 存在 的 这 样 一 种 
结论 ， 要 紧 的 是 把 解 具体 找 出 来 ， 从 这 个 角度 看 ， 构 造 性 的 方 
法 虽然 做 起 来 有 时 比较 辛苦 , 却 不 但 肯定 了 “存在 ”的 事实 , 还 
告诉 人 们 怎样 把 这 个 “存在 ” 找 出 来 .如果 说 有 些 构造 性 方法 
因为 计算 比较 繁复 ， 过 去 还 很 难 应 用 的 话 ， 现 在 由 于 电子 计算 
机 的 发 展 和 普及 ,“ 繁 复 ”的 弱点 大 半 已 经 不 成 问题 , 构造 性 方 
法 正好 可 以 借助 计算 机 各 短 扬 长 ， 向 人 们 提供 满意 约 答案 。 所 
以 ， 戎 状 科 学 的 发 展 ， 各 方面 对 数学 的 要 求 ， 越 来 越 倾向 于 构 
造 性 的 解决 办 法 ， 面 对 方程 求解 的 问题 ， 构 造 性 的 工作 ， 就 是 
要 寻找 把 解 算出 来 的 方法 ， 或 者 说 寻找 求解 的 算法 

既然 我 们 强调 构造 性 工作 的 实际 应 用 价值 ， 那 么 ， 面 对 一 
种 算法 ， 第 一 要 问 它 是 否 成 功 ， 第 二 要 间 它 效率 如 何不 成 功 

* 了 了 了。 


的 算法 不 能 把 解 求 出 来 ， 当 然 没 用， 成功 但 是 效率 很 差 的 算 
法 ， 也 没有 多 少 价 值 ， 如 婚 有 大 告 许 你 一 种 算法 ， 并 且 在 数学 
上 证 也 了 按 这 种 算法 一定 可 以 找到 闸 题 的 解 ， 但 是 求解 要 在 明 
新 的 电子 计算 机 上 花费 多 少 万 年 的 时 间 ， 你 对 这 样 一 种 实际 上 
无 法 实现 的 构造 福 方 法 会 有 什么 感想 人 寻 怕 是 啼笑 皆 非 吧 ? 后 

会 谈 到 一 些 这 样 的 算法 ， 

算法 是 否 成 功 ， 是 收 伊 性 问题 ， 收 鳅 的 就 成 功 ， 杯 收 合 的 
即 发 敬 的 就 不 成 功效 率 如 何 ， 荐 算法 的 复杂 性 问题 ， 复 杂 性 
问题 是 本 书 的 主题 ， 我 们 会 在 以 后 的 章节 和 逐步 展开 . 

本 书后 面谈 得 比较 多 的 方法 。 评 代数 方程 的 千 顿 算法 和 库 
转 算 法 ， 它 们 都 属于 选 代 方 法 .事实 上 ， 当 今 人 们 用 电子 计算 
机 进行 科学 计算 所 采用 的 方法 ， 大 部 分 都 是 某 种 类 型 的 选 代 广 
法 。 现在， 我 们 用 几 售 很 简单 的 不 动 点 交代 ， 说 明 收 傅 性 和 复 
杂 性 的 意义 . 

考虑 代数 方程 Ar) = z+! 一 4 二 0, 这 里 a>0. 这 个 方程 太 箱 
单 了 ， 但是， 着 眼 于 展示 收敛 性 利 复 杂 性 的 意义 ， 我 们 为 什么 
非 要 复杂 的 方程 不 可 呢 ? 找 复杂 的 方程 来 演示 , 会 本 来 倒置 , 花 
费 许 多 精力 到 技术 细节 上 ， 妨碍 我 们 对 问题 实质 的 认识 , 所 以 ， 
这 里 宁愿 用 篇 单 方程 

我 们 采 末 4 种 方案 ， 把 Fz) 二 0 变 成 不 动 点 方程 

(1) z= z+ (ra), 

(2) X=a/r: 

{3) z= (T+ alr)/s 

C4) r= T+ (x dd. 
把 不 动 点 方程 右 映 的 表达 式 看 作 F (x) ， 就 可 以 将 关 代 公式 
nt1 一 银 (CX.) 具体 写 下 来 .: 

《17 x = Ta 

» 12+ 


《2 For 
(C3) 71 一 《ze taf) 2s 
(C4) zat = tn 十 《23 一人)74， 
4 个 适 代 都 从 二 二 2 开始 ， 迁 代 情况 如 下 ; 


好 《iT {2) ( 吕 作 | C4) 

0 2.0 2.0 2-. 0 2.0 

1 3.0 1.5 1.75 1.75 

2 9.0 了 ,总 1.732143 1 734375 

3 87.0 .5 1- 32051 i. 732361 
4 1. ?732051 1.732002 

5 1.732056 

站 I. 732051 

了 1.732051 


逮 代 人 1) 发 散 向 十 cc ,不 收敛 , 选 代 (2) 振 萝 , 也 不 收 傅 ,过 
代 (3) 和 和 进 代 (4) 都 收 语 到 方程 的 解 . 员 然 (3) 和 (4》 都 收敛 ,但 
是 很 明显 , 选 代 (3) 的 效率 比 选 代 (4) 好 ,换血 话说 , 氨 代 (3) 收 
伍 得 比 选 代 人 4) 快 ， 

下 一 节 ， 我 们 会 论述 收 敏 快慢 的 标准 ， 现 在 ， 借 上 面 的 鲍 
子 说 一 件 有 趣 的 事情 . 

读者 基 否 注意 到 ， 连 代 (1) 和 和 迭代 (4) 都 可 以 表示 戌 统一 
的 形式 ， 那 就 是 

二 ZX 十 cz 一 a). 

当 取 c=1 时 就 得 (1), 远 代 不 收 化 ; 当 取 ec == 1/4 时 就 得 (4) ,这 
代 就 收 伍 了 - 这 个 c 的 选择 , 很 有 讲究 . 选 得 好 , 就 收 合 ,其 至 
收 钱 很 快 ， 选 得 不 好 ， 就 算得 很 乙 ， 荐 至 根本 不 收敛 ， 读 者 有 
计算 器 ， 不 妨 自 己 选 c= 1/2 址 := 二 178 等 等 试 一 试 ， 

如 何 选 c 的 原则 ,本 书 就 不 讲 了 , 那 是 计算 数学 的 一 个 容易 
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入 和 门 的 并 且 很 有 价值 的 课题 . 更 排 而 广 之 , 怎样 把 (x) 一 0 恋 

To 儿 (z》， 里 面 的 项 怎么 拆 好 ， 有 些 可 以 自由 选取 的 系数 
2 ] 土 面 的 ec) 怎么 选 好 ， 人 和 人 时 定时 天 要 运用 之 妙 ， 丰 
一 心 ， 读 者 部 是 科学 的 有 心 人 . 


§ 3 可 怕 的 指数 增长 一 一 古 印 度数 学 故事 


效率 之 嘉 低 ， 指 的 是 收敛 之 快慢 ， 这 是 没有 疑问 的 ， 倘 若 
我 们 知道 ， 用 算法 4 求 问题 了 的 解 要 10 秒 钟 ， 用 算法 B 求 问 
题 Z 的 解 要 3 分 钟 ， 你 能 下 结论 说 算法 4 的 效率 比 算法 BB 高 
码 ? 

不 能 这 样 下 结论 ， 首先 ， 你 用 每 秒 可 运算 亿 次 的 银河 机 算 
了 10 秒 钟 ,我 用 可 编程 序 的 计算 器 算 了 3 分 钟 , 机 器 功能 差 得 
太 远 ， 决 不 能 说 算法 A 算得 比 算法 BB 快 . 

即使 机 器 完全 一 样 ， 也 不 能 贸然 下 结论 说 算法 4 比 算法 8 
效率 高 ， 候 如 了 是 * 一 141.7=0 这 样 一 个 方程 的 求解 隔 题 ， 福 Z 
是 蕊 一 17z 十 2 一 0 这 样 一 个 方程 的 求解 问题 , 那么 Z 比 了 难得 
多 , 算法 4 解 一 个 容易 的 问题 需要 10 秒 钟 , 算法 瑟 解 难得 多 的 
问题 需要 3 分 钟 ， 并 不 能 说 明 算法 A 比 算法 8B 效率 高 . 

机 器 的 问题 后 面 绷 讨论 ， 现 在 只 说 说 问题 之 难 易 ， 难 麻 这 
个 概念 ， 旺 主客 观 两 方面 因素 的 共同 上 反映 ， 一 元 二 次 方程 对 初 
一 的 学 生 很 礁 ， 对 初 三 的 学 生 就 相当 容易 ， 为 了 期 除 主观 能 力 
因素 的 影响 ， 我 们 舍弃 难度 这 个 概念 ， 而 采用 问题 的 规模 这 个 
概念 ， 我们 不 忙于 下 定义 ， 只 从 具体 问题 说 起 、 面 对 代 数 方程 
求 根 这 样 的 数值 计算 问题 ， 方 程 的 次 数 ， 就 是 向 题 规模 的 最 主 
要 的 指标 ， 除 了 特殊 方程 的 例外 情况 以 外 ， 解 9 次 方程 当然 比 
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解 8 次 方程 工作 量 要 大 ， 这 点 大 家 都 会 同意 . 

同一 种 算法 ， 解 小 规模 的 问题 兹 时 间 少 ， 解 大 规模 的 问题 
花 时 间 多 , 这 是 很 自然 的 事 . 问题 是 , 随 着 问题 规模 的 增加 , 所 
需要 的 计算 时 间 怎样 增加 ? 以 代数 方程 求解 的 问题 来 说 ， 如 时 
方程 的 次 数 是 na， 求解 所 禹 要 的 时 间 ， 我 们 把 它 暂 记 作 了 (zm)， 
(na) 究竟 是 n 的 什么 函数 呢 ? 即使 设 有 明确 的 函数 关系 , 也 要 
是 可 能 把 它们 的 关系 反映 出 来 ， 
”对 于 复杂 性 问题 来 说 , 最 要 命 的 关系 是 形 如 了 {nw) =a2" 的 
指数 关系 .指数 关系 为 什么 这 么 要 紧 ? 我 们 先 看 一 个 古 印 度 的 
数学 故事 . 

传说 宰相 达 依 尔 因为 发 明了 国际 象棋 很 得 印度 舍 尔 王 的 欢 
心 ， 会 尔 王 打算 重 赏 达 依 尔 ， 问 他 有 什么 要 求 、 达 依 尔 跪 在 国 
王 面前 说 ;“ 上 陛下 ,请 你 在 这 张 棋 盘 的 第 1 个 小 格 内 ， 赏 给 我 1 
粒 小 麦 , 在 第 2 个 格子 内 给 2 粒 , 第 3 个 格子 里 给 4 粒 , 第 4 个 
格子 里 给 8 粒 ， 照 这 样 下 去 ， 每 一 小 格 内 的 麦 粒 都 比 前 一 小 格 
内 多 一 倍 . 陛下 赔 , 当 这 棋盘 上 的 64 个 小 格 都 摆 完 南 粒 的 时 候 ， 
你 就 把 这 些 去 粒 都 蝎 给 你 的 仆人 吧 哺 

大 家 知道 , 国际 象棋 共有 64 个 黑白 格子 . 国王 听 了 达 依 尔 
的 和 要求， 觉得 他 的 要 求实 在 很 妖 ， 几 粒 才 予 有 什么 了 不 起 ? 说 
着 ， 国 王 就 令 人 把 一 袋 小 麦 背 到 宝座 前 . 

计数 志 粒 的 工作 开始 了 . 第 1 格 放 1 粒 ,第 2 格 放 2 粒 , 第 
3 格 放 二 粒 ，…… .还 没 到 第 20 格 ， 和 伐 子 已 经 空 了 .一 和 眶 义 一 
竹 小 麦 被 打 到 辆 王 面 前 来 ， 但 是 ， 才 粒 数 日 一 格 接 一 格 增 长 得 
那么 快 ， 人 科 马 上 埋 识 到 ， 即 便 把 全 印度 的 小 才 也 扳 来 国王 
也 总 现 不 了 他 对 达 依 尔 的 赏赐 ， 国 王 感到 丢脸 ， 砍 了 达 依 尔 的 
脑 狼 

让 我 们 来 算 一 下 , 达 依 尔 所 要 的 麦子 , 究竟 有 和 多少? 其 实 ， 

二 了 5 = 


上 志 粒 笋 条 下 已 
1 2 
这 是 公 比 为 2 的 一 个 等 比 数 到 的 前 64 项 的 和 ， 它 等 于 
人 = 
一 18,.446,744.073。709,551,615。 
查 一 下 植物 学 的 书 , 老子 不 其 说 尘 灶 多 剖 , 而 是 说 每 干 粒 光量 
一 般 小 麦 的 干 粒 重大 约 是 40 完 ， 所 以 ， 达 依 尔 要 求 的 小 麦 ， 重 
约 
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1.8X103 X4071000 克 
二 1.8X40X10" 呈 
=720.000,000,000 吨 ， 
全 世界 在 两 千年 里 生产 的 小 考 员 起 来 , 也 不 到 这 个 数 , 可 见 , 这 
位 聪明 的 宰相 看 起 来 很 微不足道 的 旨 求 ， 训 在 这么 大 的 份 基 ! 

从 1 增加 到 32， 了 从 2 增加 贸 4. 都 很 不 显眼 .但 是 接着 做 十 
去 ， 没 几 下 ， 就 变 成 了 天 文 数字 ,这 上 就 是 指数 增长 的 可 怕 之 处 . 
算法 效率 高 低 的 盟 要 紧 的 标志 ， 就 是 解 古 时 间 了 (ny 随 着 问题 
规模 nr 的 增长 ， 绝 对 不 可 以 是 指数 式 的 增长 关系 ! 

古 心 印 度 的 数学 家 ， 可 能 基 记 界 上 最 早 领 会 到 指数 增长 之 
厉害 的 人 ， 棋 盘 放 麦子 的 故事 就 是 一 个 例子 ， 下 面 再 讲 一 个 楚 
天 宝塔 的 传说 ， 它 明确 地 把 -种 算法 与 计算 时 间 的 独 数 增长 展 
现在 我 们 面前 . 

古代 印 姜 人 把 佛教 圣地 外 拿 勒 斯 看 作 是 世界 的 中 心 。 传 说 
在 贝 拿 勒 斯 的 圣 庙 里 , 有 -* 块 黄 钢板 , 上面 竖 着 3 根 宝石 针 . 这 
些 宝石 针 ， 径 不 及 小 指 ， 长 仅 可 半 臂 ， 大 梵天 王 〈 印 度 教 的 一 
位 主神 ) 在 创造 世界 的 时 候 , 在 其 中 … 根 针 上 , 放置 了 64 片 中 
心 有 插 和 孔 的 金 片 。 这 些 爹 片 大 小 都 不 一 样 ， 太 的 在 下 面 ， 小 的 
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在 上 面 ， 从 于 到 上 至 成 塔 形 ， 这 就 是 所 谓 林 天 宝塔 . 

太 焚 天王 为 素 塔 立 下 了 至 尊 不 渝 的 法 则 ， 这 些 圆 形 金 片 可 
以 从 “ 根 针 移 到 另 一 根 针 ， 每 次 只 能 移动 一 上 请， 并 且 要 求 不 管 
在 性 何 时 刻 , 也 不 管 在 哪 根 针 上 ，, 小 金 片 永远 在 大 金 片 上 面 , 绝 
不 允许 蔽 倒 . 

大 融 天 王 预言 , 当 春 成 塔 形 的 64 片 金 片 都 从 他 创造 世界 时 
所 放 吧 的 那 根 针 上 移 到 另 一 桶 针 上 上 去、 并且 也 是 大 的 在 下 小 的 
在 上 玖 成 塔 形 的 时 候 ， 世 界 的 林 日 残 要 米 临 ，-- 声 露 雳 将 把 林 
塔 、 庙 宇和 众生 都 消灭 干净 . 

如 果 不 是 数字 64 在 暗示 的 证 , 法 背 可 能 会 想 ; 这 个 传说 未 
免 太 不 高 明了 , 不 就 是 64 个 金 片 吗 ? 硕 多 几 个 钟头 就 可 以 实现 
宝塔 近 位 ， 到 那个 时 候 ， 预 言 者 岂 不 是 要 自己 掌 嘴 ? 

我 和 你 一 样 ， 不 相信 什么 世界 末日 不过， 按照 项 天 的 规 
则 把 室 塔 从 一 根 针 上 机 到 另 一 根 针 上 ， 可 不 是 罕 易 的 事 , 诚然 ， 
传说 毕竟 是 传说 ,但 我 们 不 妨 把 殖 下 宝塔 作为 一 种 数学 游戏 , 自 
已 动手 试 试 . “实践 出 真知 "， 这 可 是 伴 问 的 至 理 ， 
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图 1.3 


按照 林 天 的 规则 , 把 一 个 n 层 的 宝塔 从 4 柱 移 到 B 柱 , 至 
少 要 移动 多 少 次 呢 ? 我 们 把 这 个 移动 次 数 记 作 SG) . a 一 外 是 
比较 多 的 ， 我 们 先 从 = 一 1，2，3 做 起 . 

n 二 1 时 ， 把 金 片 直接 从 了 4 柱 物 到 号 性 就 行 了 ， 所 以 St1) 
二 1.# 二 2 时， 可 以 借助 C 柱 ， 先 把 小 片 移 到 CC 柱 暂 住 ， 再 把 
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大 片 焉 送 BB 柱 ， 最 后 把 小 片 也 移 到 B 柱 上 压 在 大 片上 面 . 3 步 
完成 ， 所 以 SC(2) = 二 3. n=:3 时 ， 我 们 这 样 来 分 解 任 务 : 先 把 上 
面 的 2 层 塔 移 到 之 柱 ， 再 把 最 底片 移 到 吾 柱 ,最 后 把 那个 2 层 
塔 称 到 8 柱 , 这 样 , 3 层 塔 的 所 位 完成 . 前 已 讨论 过 2 层 塔 , 知 
道 前 后 将 2 层 塔 从 A 移 C 和 从 避 移 如 都 各 需 3 次 ,当中 一 步 将 
底片 从 4 移 互 只 需 ] 次 ， 所 以 移动 次 数 是 3 十 1 十 3 一 7 次 ， 知 
S(3) 一 7. 

同样 道理 ,n 一 4 时 , SC4) 一 ?十 1 十 ?一 15. 这 启发 我 们 铺 想 
Sn) 一 2 一 1， 下 面 就 来 完成 这 个 猜想 的 归纳 证 明 . 

设 公式 对 % 一 & 已 成 立 ,现在 要 移 & 十 1 层 宝塔 , 任 务 三 段 分 
解 : 先 将 上 面 下 晨 由 4 柱 移 到 C 柱 暂 居 ， 需 要 2* 一 1 步 ; 再 将 
最 底下 的 大 片 由 4 柱 直 移 B 柱 , 需 1 步 ; 最 后 将 上 面 的 二 展 宝 
塔 从 己 柱 送 到 8 柱 ， 需要 2 一 1 步 ， 由 此 可 得 ， 

偏僻 十 1) 二 外 一] 十 1 十 2 一 ] 二 2 一 1， 

归纳 证 明 完成 ， 

至 此 我 们 知道 ， 把 一 个 有 层 焚 塔 按照 殊 天 的 规则 从 一 根 柱 
土 撒 到 另 一 根 柱 上 ， 至 少 要 移动 金 片 S(n) 一 2 一 I 次 . 

假如 你 手脚 非常 麻利 ， 一 砂 钟 可 以 移动 一 次 金 片 ， 那 么 ， 

?一 1 时 ，1 秒 钟 你 就 完成 任务 . 

?一 2 时 ，3 秒 钟 你 就 完成 任务 ， 

?一 3 时 ，7 秒 十 就 侣 了 ， 

+ 一 4 时， 需要 15 秒 钟 ， 

mn 一 5 时 ，31 秘 ， 

as 时 ，(2 一 1) /60 一 1.05 分 钟 ， 

1 一 7 时，(27 一 1》 /760 一 2. 12 分 钟 ， 

7 一 8 时 ，(25 一 1) 760 一 4 25 分 钟 ， 


看 起 来 都 没有 什么 了 不 起 , 可 是 , 史 5 一 掉 ， 灾 成 真正 的 楚 天 宝 
塔 时 ,尽管 你 训练 有 素 ， 手 脚 麻利 ， 也 诺 要 
S64) = 2 一 1 
= 18,446,744,073,700,.511 ,615 

秘 的 时 间 才 能 完成 移 塔 的 任务 .我 们 项 道 ， 平 均一 年 约 365. 24 
尖 ， 得 天 24 小 时 ， 每 小 时 合 80X60=3600 秒 ， 所 以 一 年 大 约 
31，557，000 秒 ， 由 此 可 以 算出 ， 你 需要 大 约 

(24 一 1) 二 31557000 

nx584,600,000,000 

年 的 时 间 才 能 完成 你 的 作业 ， 

， 称 面 临 的 是 宝塔 移 位 的 问题 ， 问 题 的 规模 就 是 宝塔 的 层 数 
za, 何 题 的 规模 只 从 m 一 1 增加 到 = 一 64， 你 为 了 解决 这 个 问题 所 
需要 的 时 间 却 从 1 秘 钟 增加 到 将 近 6.000 亿 年 ! 

这 就 是 指数 增长 的 厉害 . 

按照 近代 天 体 物 理学 的 一 种 理论 ,太阳系 是 在 大 约 30 亿 年 
前 由 处 于 洗 淖 状态 的 物质 逐渐 演变 而 成 的 ， 太 阳 的 核子 风 料 还 
能 使 用 100 一 150 亿 年 . 如 果 这 种 理论 基 正 确 的 ,那么 粗略 一 算 ， 
就 知道 太阳 系 的 寿命 不 会 超过 200 亿 年 这些 数 据 不 应 当成 为 
“世界 末日 ”的 证 明 , 远 在 太阳 系 的 寿命 结束 以 前 ， 人 类 文明 该 
时 已 找到 新 的 寄托 ， 新 的 载体 ， 新 的 可 以 更 加 大 显 身 手 的 广阔 
天 地， 值得 我 们 惊 到 的 是 ， 十 印度 的 先贤 们 对 指数 增长 竞 有 如 
此 深刻 的 了 解 。64 是 一 个 小 小 的 很 平凡 的 数 日 字 ， 可 是 通过 指 
数 关系 ，64 层 焚 天 宝塔 所 赋 子 的 期 限 ， 原 来 却 如 此 之 长 ， 这 个 
期 限 比 太阳 系 的 寿命 还 长 得 多 ， 谁 还 能 企 求 更 多 呢 ? 
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$4 寻求 多 项 式 时 间 算 法 


二 一 节 我 们 谈 的 是 一 个 问题 的 -种 解法 ， 问 题 是 “ 梵 塔 移 
柱 ”。 解法 我 们 把 它 叫 敌 “ 借 柱 归纳 ”这 是 国 为 把 塔 从 4 术 移 
到 石柱 的 过 程 中 , 要 借助 如 性 让 - 些 金 片 暂 届 , 移 柱 的 方法 是 
归 岗 地 说 明 的 , 问题 的 规 烧 晨 金 片 的 数目 nn. 解法 的 工作 量 . 以 
称 片 次 数 表 示 . 是 SG) 一 2 -1 也 许 你 对 “ 借 柱 归纳 ”解法 不 
满意 , 因为 x 一 64 时 就 要 论 6500 亿 人 年 才能 完成 任务 , 但 是 可 以 
证 明 ， 这 已 经 基 最 经 济 最 号 明 的 解法 了 ， 工作 量 大 ， 是 问题 本 
身 的 性 质 所 规定 的 ， 在 这 样 的 问题 而 前. 不 会 有 更 好 的 解法 . 

现在 我 们 换 一 个 角度 春 看 .假如 窗 对 间 一 个 问题 ， 儿 个 人 
使 用 儿 种 不 同 的 解法 ,我 们 要 评判 鄂 --… 秀 解法 最 节省 , 高 经 济 ， 

仍 设 间 题 的 规 机 为 n. 假如 有 有 种 不 同 的 解法 , 它们 要 解决 
这 个 规模 » 的 同 题 所 需要 的 工作 二 分 别 吓 


SiCn) = Sotn) = nn. 
Sn) =n:, Sn) ==-n", 
Sstn) = 2", Satan) 3", 


这 些 Stn) 代 表 了 解 肢 的 工作 其 , 反映 解法 的 效率 如 何 . 因 
为 工作 量 的 大小， 工作 效率 的 高 低 ， 总 是 可 以 用 工作 时 间 来 表 
示 的 , 所 以 上 述 SCn) 征 数 ,通常 就 叫做 解法 或 算法 的 时 间 复 杂 
性 函数 ， 

上 述 6 个 时 间 复 杂 性 函数 中 , 5, 是 一 次 函数 或 线性 函数 ， 
5S; 是 2 次 函数 , 5; 是 3 次 函数 ,3 下 5 次 通 数 . 它们 统称 为 多 
项 式 时 间 复 杂 性 函数 ， 这 是 因为 它们 孝 可 以 成 为 以 二 为 变 元 的 
某 个 多 项 式 的 一 部 分 . 与 此 相对 有 照 ,ss; 入; 这 样 的 时 间 复 杂 性 
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限 数 . 就 叫做 指数 或 时 间 蓝 共性 也 数 ， 由 于 当 很 大 时 , 2 1 
和 2" 之 比 几 笠 就 是 1， 所 以 “ 畦 塔 移 柱 ”的 “ 借 柱 归纳 ”解法 
的 时 间 复 森 性 函数 ， 也 是 指数 式 时 尘 复 榴 性 函数 . 

现在 比较 一 下 这 6 种 方法 的 解 是 速度 ， 假 定 都 用 1 微 秘 
《0. 000001 秒 ) 能 够 完成 1 次 运算 (例如 移动 一 片 金 片 这 样 的 动 
作 ) 的 高 速 电 子 计 算 机 ， 那 么 问题 规模 ”和解 题 时 间 之 间 的 关 
系 ， 可 以 列 成 下 面 的 表格 ， 


时 间 复 杂 问题 规模 nn 
性 函数 5 10 i; 20 40 60 
2 
0 G0001 | DO. NONQY2 0. 00004 0 O0008 
种 秒 秒 | 秒 
0. 000025 | 0. 0001 0Dog4 | DO.0016 | 0.0036 
秘 -和 办 | 各 | 秘 秒 
， 0. 000135 OO | 0008 1 0.064 0.216 
再 
秒 秒 | 移 秘 ___ 秘 
， 0. 003125 | 6.1 3.2 1.7 13.0 
| 秘 | 秒 | 移 分 
> 0. 000032 | 0.001 0 12.7 
秘 秒 | 黎 天 
了 上 000243 | 0.059 1! 58 3855 [141.3X10% 
秘 秘 分 世纪 世纪 


从 表 上 可 以 看 出 ， 对 于 多 项 式 时间 复 杂 性 函数 ， 工 作 量 随 
问题 规模 = 增长 而 增长 的 速度 都 比较 温和 ， 但 是 对 于 指数 式 时 
间 复 杂 性 函数 ,这 种 增长 到 后 来 就 非常 激烈 ， 我 们 特别 比较 一 
下 Se 一 下 和 3 一 2 这 两 行当 比较 小 时 , ?其 至 比 
8 还 节省 , 但 当 n 较 大 时 , 2" 方法 所 需 的 解 题 时 间 就 比 * 方法 
所 需 的 时 间 大 得 多 ， 酌 如 4 一 和 9 时 ,x 方法 只 需要 1,， ?7 分钟 ， 
而 2" 方法 需要 12.7 天 ; 当 ” = 60 时 ,天 方法 只 需要 13 分 钟 ,而 
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2" 方法 却 入 要 366 个 世纪 ! 

表 列 的 二 60, 还 木 如 上 一 节 讨 论 的 ”= 一 64， 随 善 社会 经 济 
的 发 展 各 科学 技术 的 发 展 ， 庶 用 问题 的 规 横 数 达 到 几 百 由 干 星 
请 有 的 党 ， 例 如， 投入 产 出 的 经 济 分 析 ， 就 经 常 要 对 付 几 所 个 
经 济 变量 , 这个“ 几 百 ", 就 是 投入 产 出 分 析 问 题 的 规模 . 本 -要 
后 曾 会 谈 到 线性 规划 问题 ， 大 型 线性 规划 问题 要 对 付 上 千 个 方 
程 (“等 式 ”) 和 上 千 个 约束 条 件 ‘““ 不 等 式 ”)， 这 里 的 “ 几 
二”， 就 是 线性 规划 问题 的 规模 , 

读者 也 许 会 想 ， 虽 然 问题 规模 越 来 越 大 ， 但 是 计算 机 的 运 
算 速度 也 越 来 越 大 ， 所 以 没有 什么 可 担心 的 ， 其 实 不 然 ， 

我 们 还 是 以 上 述 6 种 方法 作为 例子 , 试 作 分 析 . 假定 这 6 种 
方法 用 现 有 的 计算 机 在 一 小 时 内 可 以 解决 的 问题 的 最 大 规模 都 
是 4=1000， 这 样 艇 ， 是 为 了 把 6 种 方法 都 放 在 同一 条 起 跑 线 
上 ， 便于 做 公平 的 比较 .下 面 的 表 告 诉 我 们 ， 如 果 发 明了 速度 
等 于 现 有 机 器 100 倍 或 1000 倍 的 计算 机 , 那 末 在 一 小 时 内 可 解 
的 问题 的 规模 如 何 变化 ? 包 


一 小 时 内 可 解 的 问题 的 最 大 规模 
用 现 有 的 速度 190 合 速度 1000 倍 

计算 机 的 计算 机 的 计算 机 
1000 100000 1000000 

1000 (i000 31600 

1000 4640 10000 

1000 2500 3980 

007 1010 

30 1006 


的 人 小 者 可 肥 行 准 熙 出 表 中 最 后 两 列 的 全 部 约 数 ， 这 是 学 习 中 学 数学 指数 关系 
一 一 | 
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从 表 上 可 以 看 到 ， 当 发 明了 新 的 计算 机 ， 运 算 速 度 提 高 到 
原来 的 1000 倍 时 , 对 于 wi 方法 , 一 小 时 内 可 解 的 问题 的 规模 从 
1000 增加 到 3980, 差不多 是 原来 的 4 悦 , 而 对 于 2 算法 , 可 解 
问题 的 规模 从 1000 增加 到 1010， 只 增加 百 分 之 一 . 

由 此 可 见 ， 夯 对 随 着 社会 经 济 发 展 和 科学 技术 发 展 而 规模 
日 益 扩 大 的 问题 ， 指 数 式 时 间 复 杂 性 函数 的 计算 机 解法 ， 是 力 
不 从 心 ， 无能为力 的 。 相反， 多 项 式 时 间 复 杂 性 菌 数 的 计算 机 
解法 ， 却 能 胜任 自如 . 

任何 问题 的 计算 机 解法 ， 都 通称 为 算法 ， 具 有 多 项 式 时 间 
复杂 性 函数 的 算法 ， 衔 称 为 多项式 时 间 算 法 :具有 指数 式 时 间 
复杂 性 函数 的 ， 简 称 为 指数 时 间 算 法 ， 但 是 要 注意 指数 时 间 算 
法 也 包括 某 些 原来 不 看 作 指 数 函 数 但 肯定 不 是 多 项 式 的 情形 ， 
本 如 mn“ ， 所 以 ， 复杂 性 理论 中 所 说 的 指数 时 间 算 法 ,可 以 理 
解 为 非 多 项 式 时 间 算 法 的 算法 . 

基于 上 述 讨论 分 析 ， 我 们 就 可 以 明白 ， 为 什么 在 计算 机 科 
学 和 计算 数学 中 , 都 把 多 项 式 时 间 算 法 看 作 是 “好 的 ”算法 . 科 
学 研究 的 一 个 重要 内 容 ， 就 是 判别 和 论证 现 有 的 各 种 算法 是 不 
是 多 项 式 时 间 算 法 ， 或 者 寻找 和 设计 新 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 这 
就 是 本 节 小 标题 的 份量 . 

既然 多 项 式 时 间 算 法 是 好 的 算法 ， 那 未 ， 是 否 几 指数 时 间 
算法 都 是 不 好 的 算法 呢 ? 

这 个 问题 不 那么 简单 . 回忆 第 一 节 讲 的 不 动 点 迭代 

za (x 十 2)/17, 
这 是 解 方程 z: 一 17x 十 2 一 0 的 一 种 算法 . 读者 已 经 体会 到 ,这 个 
算法 相当 好 ， 它 使 你 异 助 一 个 袖珍 计算 器 ， 在 短 短 几 分 钟 内 就 
求 出 了 方程 的 全 部 不 同 的 实 根 ， 其 中 z= 二 一 2.0589476 和 了 一 
0,1176483 是 你 怎么 也 猜 不 着 的 ， 但 是 这 个 迭代 算法 是 多 项 式 
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时 间 算 法 吗 ? 

不 是 . 

多 斋 式 时 人 间 算 法 的 定义 是 ， 解 潜 规 模 为 二 的 阿 题 所 需要 的 
时 间 不 盟 过 ec 这 里 c 是 一 个 下 常数 而 志明 ~- 个 癌 定 的 非 负 整 
数 . 我 们 记得 ，. 上 述 选 代 如 果 从 一 3 开始 ,就 根本 不 收 僵 ， 不 
解决 问题 . 这 就 是 说 , 不 沦 你 先入 多 少时 间 , 问题 总 不 能 解决 . 
所 以 , 接 ent 确定 时 限 的 < 和 大 不 在 在 , 这 就 说 明 它 不 是 多 项 式 
时 间 算 法 . 

但 是 如 果 从 比较 好 的 地 方 开始 迹 代 ， 它 又 算得 很 好 ， 十 分 
令 人 满意 ， 所 以 ， 面 对 一 个 非 多 项 式 时 间 算 法 ， 我 们 并 不 并 部 
判定 它 是 不 好 的 算法 而 完全 好 弃 , 而 是 要 是 究 它 什 么 时 候 不 好 ， 
为 什么 不 好 ， 和 更 要 研究 它 什 么 时 候 会 表现 出 好 的 行为 ， 可 以 解 
次 我 们 面 对 的 问题 

本 来 ， 只 有 当 - -种 算法 是 收 总 的 时 息 ， 才 可 以 说 它 是 多 项 
式 时 间 算 法 或 指数 时 间 算 法 上 上述 不 动 点 法 代用 很 水 地 方 开垦 
迁 代 都 不 收 化 ， 我 们 尚且 本 能 算 统 涪 它 不 好 ， 那 术 如 果 是 收 傲 
的 算法 但 收 伊 得 比较 慢 (指数 时 间 }， 更 不 能 马上 说 它 不 好 . 这 
是 一 个 次 一 步 的 问题 ， 我 们 在 第 汪 部 香 讲 ， 在 上 月 前 这 一 章 ， 首 
先 要 刊 道 的 是 什么 是 密 项 式 时 间 算 法 和 它 为 什么 那么 重要 . 


8S 温 故 而 创新 的 代数 基本 定理 


.第 二 章 和 第 三 章 ， 我 们 将 分 别 叙 述 多 项 式 求 根 的 库 思 算 法 
和 和 牛顿 算法 ， 着 重 讨论 它们 的 复杂 性 问 蚊 .具体 地 说 ， 就 是 要 
研究 这 两 种 算法 是 不 是 多 项 式 时 间 革 法 ， 

两 种 算法 自然 都 是 “次 项 式 求 恨 算法 ”, 我们 却 要 研究 它们 
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是 不 居 “* 多 项 式 时 间 算 法 ”， 清 注意 , 这 在 概念 上 是 很 不 相同 的 
两 个 名 称 ， 多 项 式 求 根 算法 ， 是 就 算法 的 目标 而 言 的 ， 表 明 这 
些 算法 用 于 多 项 式 求 根 ， 是 谷 多 项 式 时 间 算 法 ， 是 就 算法 的 性 
状 、 效 率 、 复 杂 性 而 言 的 ， 判 断 它 们 是 葵 上 一 节 所 说 的 “好 
的 ”算法 . 
科学 计算 的 问题 很 多 ， 为 什么 偏偏 挑 出 多 项 式 求 根 问 题 的 
算法 来 研究 呢 ? 这 至 少 有 两 方面 的 原因 ， 第 一 ， 多 项 式 是 大 家 
很 熟悉 的 铬 学 对 象 ， 计 算 复杂 性 讨论 是 一 种 新 的 科学 讨论 ， 在 
一 个 比较 热 条 的 向 题 上 开始 一 种 内 新 的 讨论 ， 有 助 于 我 们 把 注 
意 力 集中 在 新 的 因素 上 ,迅速 抓 住 名 题 的 要 害 ， 第 二 ， 许 多 算 
法 都 不 只 是 用 于 对 付 一 种 问题 ， 而 是 可 以 对 付 一 太 类 问题 ， 拿 
牛顿 算法 来 说 , 不 仅 用 于 多 项 式 求 根 , 即 解 一 元 高 次 代数 方程 ， 
而 且 可 以 用 于 求解 多 元 高 次 代数 方程 组 ， 甚 至 用 于 求解 多 元 超 
越 方程 组 这 样 一 些 困难 得 多 的 所 谓 高 度 非 线性 问题 ， 库 轧 算 法 
也 是 这 样 . 就 人 类 的 认识 过 程 来 说 ， 了 解 这 些 算法 在 对 付 比 较 
简单 的 问题 时 行为 利 效率 如 何 ， 是 了 解 它们 在 对 付 比较 困难 的 
问题 时 的 行为 和 效率 的 先导 ， 所 以 ， 本 书 重 点 论述 的 ， 就 是 两 
种 算法 在 对 付 多 项 式 求 概 问题 时 的 效率 如 何 ， 或 者 说 复杂 性 程 
度 . 
在 此 ， 有 必要 把 多 项 式 和 多 项 式 的 根 讲 个 明白 ， 当 = 是 正 
整数 的 时 蛋 ， 形 如 
fie) 二 cr 十 
的 沙 数 ， 称 为 n 阶 多 项 式 ， 需 要 着 重 指 出 的 是 ， 这 里 z 是 复 变 
量 ，co， cs rs Earls Cn 都 是 复 常 数 ， 并 匡 c. 关 0 我 们 将 在 复 
数 城 或 复数 平面 上 展开 讨论 ， 这 是 和 中 学 数学 的 侧重 点 不 同 的 
地 方 ， 好 在 中 学 阶段 读者 已 学 过 复数 及 其 运算 ， 所 以 强调 在 复 
平面 上 讨论 问题 并 不 会 引起 原则 性 的 国难 . 
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如 困 一 个 复数 & 使 得 用 z= 代入 上 述 多 项 式 使 多 项 式 的 

值 变 为 零 ， 即 使 得 
了) 一 ee 十 ci 名 十 十 ef 十 co 一 0， 

就 说 复数 是 多 项 式 f(z) 的 一 个 要. 例如 我 们 知道 ,# 二 2 就 是 
5 阶 包 项 式 f(x) =z 一 17z 汪 2 的 一 个 根 另外 ，& 二 
一 2.0589476 和 和 专 二 0. 1176483 也 是 多 项 式 /(z) 一 2 一]?7z 十 2 
的 根 . 

多 项 式 有 没有 根 ， 有 多少 个 根 ， 在 过 两 百年 前 就 已 经 清楚 
了 ， 我 们 讨论 的 是 复 系数 多 项 式 ， 由 于 实数 也 属于 复数 ， 所 以 
复 系 数 多 项 式 也 包括 了 实 系数 多 项 起 如果 只 限于 实数 范围 ， 
f(z) 二 zx? 吓 1 这 样 的 多 项 式 就 没有 根 , 但 是 放 到 复数 范围 里 ,每 
个 多 项 式 必 有 一 个 根 . -论述 这 一 事实 的 定理 ， 就 是 著名 的 代数 
基本 定理 . 

代数 基本 定理 有 两 种 不 辣 的 说 法 ,不妨 称 为 4 形式 和 8 形 
式 .， 4 形式 代数 基本 定理 说 ， 任 一 ” 阶 〈 复 系数 ) 多 项 式 必 有 
一 个 〈 复 ) 根 ; B 形 式 代 数 基本 定理 说 , 尾 一 =” 阶 〈 复 系数 ) 多 
项 式 正好 有 = 个 《 复 ) 根 ， 看 起 来 , 电 形 式 定理 比 4 形式 定理 
强 ， 因为 有 x 个 根 当然 包括 了 有 一 个 根 ， 但 是 实际 上 A 形式 和 
B 形式 是 等 价 的 ， 码 为 利用 带 余 除 法 内 蓝 肯 定 多 项 式 必 有 有 根 
(4 形式 }, 就 可 推出 ww 阶 多 项 式 恰 有 个 根 (B 形式 ). 具体 论 
证 如 下 : 

设 A(z) 是 阶 多 项 式 ,按照 4 形式 的 代数 基本 定理 , f(z) 
必 有 一 个 根 , 把 它 记 作 所， 现在 用 zx- 除 # 阶 多 项 式 , 得 到 的 
是 一 个 一 1 阶 多 项 式 , 根据 4 形式 的 定理 , 这 个 4 一 1 阶 多 项 
武 也 必 有 一 个 根 , 把 它 记 作 总 :再 用 = 一 总 除 x 一 1 阶 多 项 式 ,得 
到 一 个 ma 一 2 阶 多 项 式 ，…… 这 样 … 次 一 次 做 下 去 ， 除 = 一 各 ，z 
一 各 ，“… 之 一 名 -1 这 样 4 一 1 次 以 后 ， 得 到 一 个 1 价 多 项 式 , 把 
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它 记 作 x 一 &.， 这 时 我 们 就 知道 ， 原 多 项 式 可 以 写成 
f(z) = (gE RS DCz 一 总 )， 
而 名 ， 扣 ，…， 各 -所 就 正好 是 它 的 = 个 根 . 这 就 从 4 形式 的 
慌 数 基本 定理 推出 了 BB 形式 的 代数 基本 定理 . 
我 们 以 后 经 常用 的 是 8B 形式 的 定理 ， 
细心 的 该 者 可 能 会 回 , 如 果 ”= 阶 多 项 式 的 个 根 辣 ,，…，, 名 
有 相同 的 怎么 办 ? 这 个 间 题 提 得 好 ， 从 这 个 问题 可 以 引伸 出 重 
假定 个 根 中 把 相同 的 放 在 一 起 ,结果 只 有 点 个 不 同 的 根 ， 
那 未 当 热 二 委 nm， 把 这 天 个 根 记 作 市 ，…， 有 ， 并 设 与 ，…， 扣 
中 有 如 个 和 入 一 样 ,有 个 和 六 一 样 ,……,， 有关 个 和 甩 一 样 ， 
那 末 就 可 以 将 
Flr) = (2 EE) ) 
改写 成 
fz}= (2 Os 
其 中 ns 和， 规 都 是 正 整 歼 ， 可 以 是 1， 但 必须 满足 失 十 了 3 
十 一 十 mx 二 欧 关 系 ， 
在 这 样 整理 以 后 , 我 们 说 加 是 多项式 的 六 重 根 , 和 是 根 六 
的 重 煞 ， 认 的 mm，…， 有 的 到 都 有 同样 的 意义 ， 和 重 根 相 对 要 
的 纯 念 是 单 根 ， 在 上 面 的 分 解 式 中 , 如 果 某 个 二 1, 就 说 好 是 
多 项 式 f(z) 的 单 根 . 从 概念 上 说 , 重 根 既 与 单 根 相对 ,又 包含 
单 根 ， 事 实 上 ， 单 根 就 是 1 重 根 . 
在 以 后 的 讨论 中 我 们 会 知道 , 重 根 常常 会 给 我 们 带 来 麻烦 . 
这 一 节 我 们 介绍 了 代数 基本 定理 ,但 是 没有 给 出 证 明 ， 数 
学 史上 有 一 些 经 典 的 论题 ， 它 们 昌 然 已 经 获得 解决 ， 却 还 是 一 
四 晚 起 人 们 的 热情 ， 去 从 事 温 故而 创新 的 工作 ， 关 于 多 项 式 有 
没有 根 和 有 多 少 个 根 的 代数 基本 定理 ， 就 基 这 样 一 个 论题 ， 大 
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家 知道 ， 德 国 数 党 家 高 斯 从 1799 年 到 1850 年 前 后 跨越 半 个 世 
纪 的 册 间 昌 ， 警 经 提出 代数 基本 定理 的 四 种 证 明 . 例 早 ,牛顿 、 
麦 碗 劳 林 、 大良 贝 尔 , 欧 拉 和 控 格 朗 归 ,都 从 记过 这 一 工作 . 但 
是 ， 他 们 提供 的 证 明 ， 基 本 上 是 非 攀 造 竹 的 是 明 ， 主 要 电路 总 
是 如 果 没 有 根 ， 会 引出 什么 太 的 矛盾 ， 

科学 和 社会 的 发 展 ， 越 来 越 倾向 于 构造 性 的 方法 ， 我 们 在 
第 二 章 将 讨论 的 库 思 算法 ， 就 是 其 体 告 激 你 怎样 同时 把 x 阶 多 
项 式 的 = 个 根 都 找 出 来 的 方法 ， 库 思 算 法 ， 就 是 代数 基本 定理 
的 一 种 构造 性 的 证 本， 
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二 章 ， 库 恩 算 法 及 其 计算 复杂 性 


本 章 狼 述 库 恩 的 多 项 式 求 根 算 法 ,以 及 这 种 算法 的 计算 复 
杂 性 ， 即 它 的 效率 如 何 ， 是 不 是 人 们 希望 的 多 项 式 时 间 算 法 . 

库 恩 (8H. W. Kuhn) 是 美国 普 补 斯 顿 大 学 数学 系 和 经 莘 学 
系 的 教授 , 是 拓扑 学 ,应 用 数学 和 数理 经 济 学 的 专家 . 他 在 1977 
年 发 表 一 篇 论文 ， 叙述 和 论证 一 种 新 的 多 项 式 求 根 算法 ， 这 就 
是 现在 通称 的 库 因 算法， 

库 恩 算法 的 好 处 是 不 用 高 等 数学 ， 可 以 向 中 学 数学 爱好 者 
讲 清楚 . 有 人 可 能 兴 为 不 用 高 深 数 学 的 算法 就 不 是 高 级 的 方法 ， 
其 实 不 然 ， 对 付 辐 样 的 问题 ， 你 用 很 深奥 很 艰难 的 方法 才能 解 
决 它 、 而 我 用 较 浅 白 较 容易 的 廊 法 就 把 安 解 闫 了 ， 谁 应 该 受到 
更 儿 称 上 赞 ? 所 以 ， 在 数学 研究 中 ， 如 果 可 能 的 话 ， 人 们 总 是 使 
用 不 牵涉 高 深 理 论 的 所 谓 “ 初 等 方法 ” 初等 方法 , 才 是 许多 人 
心目 中 的 高 级 方法 ， 


“20+ 


8#1 库 思 算法 的 描述 


为 了 求 儿 项 式 
f(z) =ciz" te i 二 i 二 cos 站 
的 根 ,我 们 可 专 普 先 用 c. 关 0 除 整个 多 项 式 , 设 得 到 的 多 项 式 是 
gE) =Ge Td 
那 末 ,二 者 之 闻 的 关系 是 
Qs—=Co /Ca sla len ocof en 
并 且 一 定 有 av 一 1. 很 明 碟 ,f(z) 和 gx) 的 根 是 完全 一 致 的 ,所 
以 只 须 对 付 后 者 就 可 以 了 . 
”因此 ,今后 我 们 只 讨论 形 如 
| FF) = 二 a ie :十 … 十 4&1zx 十 ao 
的 所 谓 首 一 多 项 式 , 即 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 其 中 z 是 复 变 
量 ,as ?人 ,an 都 是 复 常 数 . 
库 层 算 法 的 目的 ,就 是 在 复数 > 平面 C 上 寻求 多 项 式 f(z) 
的 根 . ， 
我 们 分 三 步 来 报 述 这 种 算法 : 
1， 半空 间 C Xx [一 1, 二 ee) 的 一 种 三 角 剖 分 . 
首先 7 把 二 系列 复数 = 平面 C_，，Ce， Gi Cs，… 有 从 下 到 上 
排列 好 按照 图 .2.1 的 逆 则 ， 在 每 个 平面 上 划 线 ， 把 平面 都 分 
割 为 等 乳 前 负 三 角形 . 注意， 在 图 2. 1 中 ， 每 层 平 面 只 画 出 一 
个 象限 ，C- 和 C, 这 两 层 线 的 格 距 是 一 样 的 ， 但 锋线 错开 ， 从 
Co 开始 ， 每 上 升 一 记 ， 线 中 就 缩小 一 半 . 算法 将 用 这 些 越 来 越 
细 的 三 角形 网 格 。 捕 捉 多 项 式 的 根 . 
C- :的 一 个 方略 与 Cu 的 -- 个 方 格 上 下 相对 ， 构 成 一 个 基本 
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立方 址 ， 方 体 上 下 的 土 线 相 错 这 样 的 基本 方 体 接 图 2. 2 左 的 
方式 ,分割 成 5 个 四 面 栖 ， Co 以上， 每 层 上 的 一 个 方 格 与 上 一 
层 的 4 个 方 格 相 对 ， 它 们 所 确定 的 基本 方 体 ， 则 技 图 2.2 右 的 
方式 ,分 割 成 14 个 四 面体 图 2. ? 左 画 得 比较 罕 ， 该 不 会 影响 
你 的 理解 一 


大、 一 > 
tl . 一 一 


楂 21 围 2.2 
这 样 一 来 , 半空 间 C Xx [一 1, 十 co) 就 被 分 割 为 一 个 个 四 
商 体 ， 越 往 上 去 ， 四 面体 越 小 ， 
2. 整数 标号 法 - 
记 ww= f(z) ， 就 可 以 把 多 项 式 了 看 作 是 从 复数 < 一 zx 十 iy 
平面 到 复数 tu 一 # 十 和 平面 的 变换 . 

。 请 看 加 :2. 3， 首先， 用 原点 出 发 的 辐 角 分 别 为 x/3， 一 */3 
和 x 的 3 条 射线 ; 把 复数 吕 平 面 C' 分 成 相等 的 3 个 庸 形 区 域 
入 1 Gr 和 Gs， 对 于 Ci 平面 上 的 点 <， 按照 区 一 z= 落 在 区 域 @ 
或 C 或 全 ,确定 这 个 点 z 的 标号 ! (zx) 为 1 或 2 或 3. 对 于 Co， 
Ci，C:，… 平 面 上 的 点 *， 则 按照 z=y (z) 将 = 变换 到 区 域 G: 
或 C: 或 Cj, 确定 这 个 点 2 的 标号 1(2) 为 1 或 2 或 3. 因为 标号 
不 外 平整 数 1 或 2 或 3, 这 种 确定 复数 * 的 标号 的 方法 , 称 为 整 
数 标号 法 ， 要 注意 的 是 ,C. ,平面 的 点 是 由 mw 一 > 标号 的 ， 而 其 
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它 平面 Cu， Cs Cas … 的 点 ， 都 由 也 一 /tz) 标号 . 


图 :2.3 
+ 我 们 和 把 各 民 复 平面 分 和 成 个 个 三 角形 ， 三 个 顶点 的 
标号 都 不 相同 的 三 角形 , 即 一 个 顶点 标 导 为 1， 一 中 顶点 标号 为 
2， 一 个 顶点 标号 为 3 的 三 角形 ， 称 为 全 标 三 角形 . 


= 


" 图 24 

>o 时 ,C, 平面 上 -个 全 标 三 角形 = :个 便 点 的 多 项 式 植 zw 
= Cs ) 分 别 落 在 G1， Cr Ci 这 3 个 区 域 ， 它 作 “包围 ” 着 原 
点 ， 所 以 ， 我 们 有 把 由 期间 全 标 三 角形 内 或 全 标 三 角形 岩 近 会 
有 二 点 志 , 宪 将 被 变换 a= f(z) 送 到 复数 名 平面 C" 的 原点 , 这 
样 的 - -点 6, 当然 应 是 多 项 式 了 (z) 的 根 《图 2. 4). 的 确 , 我 们 
将 在 第 3 节 证 明 这 个 猜想 ， 我 们 把 它 呈 成 定 理 1 
定理 1 之 0 时 ， CC 平面 上 全 标 三 角形 任 一 顶点 写 多 项 式 
某 个 根 的 距 商 不 超过 
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» 2 (1+ n/ad/2., 
这 里 * 是 多 项 式 的 阶 数 ,而 d 是 Co 平面 上 等 腰 直 和 角 三 角形 的 直 
角 边 长 ， 四 
因为 n 和 a 都 是 固定 的 ， 所 以 增 大 点 就 可 以 使 定理 中 的 数 
变 得 任 瘟 小 ,也 就 是 说 局 C, 平面 土 的 全 标 三 角形 都 离 包 项 式 的 
根 很 近 . 因此 ,只要 能 在 足够 高 欧 居 次 C, 上 找到 全 标 三 角形 ,多 
项 式 的 报 的 近似 值 也 就 找到 了 .这 就 是 下 面 要 做 的 . 为 了 方 恒 
起 见 ， 我 们 确定 如 一 1. 
我 们 将 在 本 章 & 3 中 证 明 上 述 定理 1. 
”3. 同 标号 顶 畦 算法 . 
:， 取 吉 为 不 小 于 3 (1 十 v2) xn/4r 的 最 小 整数 . 在 C.! 平 面 
上 ,确定 以 尺 点 为 中 心 的 边 长 为 2m 的 方块 各. 图 2.5 是 nn 一 3 
的 例子 ， 这 时 容易 算出 mm 一 2. 
”| 方块 Q@, 的 边沿 93Q&, 上 有 8m 个 
属 点 和 gz 条 楼 . C-; 平 面 的 点 是 按照 
每 函数 也 二 zx" 来 标号 的 ， 而 ww 二 z" 是 
一 个 十 分 规矩 的 多 项 式 ， 我 们 在 第 2 
节 将 证 明 ,按照 道 时 针 方 向 ,3 仿 , 上 格 
点 的 标号 的 变化 , 在 1 一 2 一 3 一 人-… 循 
环 中 ， 只 允许 踏步 或 循序 渐进 ， 椒 人 允 
i 许 跳 路 ， 屠 不 允许 拓 I 隶 玲 各 从 2 跳 
图 3 ”， :到 1, 从 3 路 到 2. 进而 可 以 证 明 , 3 
的 sm 条 校 中 ， 正 好 有 灯 昧 号 先 1 
振 2 的 . (41,527 楼 ， 没 有 标 导 先 2 后 1 的 (2，1? 引 : 
计算 就 从 这 和 后 条 (1，2) 楼 开始 . . 
设想 从 每 个 1 ，2) 楼 出 发 ， 各 有 一 条 生长 着 的 曲线 向 包 。 
里 钻 , 按照 “过 到 有 1, 2 两 个 标 导 的 所 谓 全 标 术 就 穿 过 去 ”的 
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规则 前 进 ， 可 以 断言 ， 每 条 曲线 总 是 可 以 很 快 到 达 … 个 全 标 三 
角形 .道理 很 简单 ， 曲线 前 进 的 时 候 ， 在 越过 每 条 全 标 校 的 当 
时 ， 总 是 标号 1 的 项 点 在 左 ， 标 号 2 的 顶点 在 右 . 时 线 进 入 基 
个 三 角形 时 ， 这 个 三 角形 就 已 有 一 茶 全 标 棱 是 曲线 的 进口 ， 如 
果 另 一 横 点 标号 为 3, 那 末 曲线 已 找到 全 标 三 角形 ;如果 另 一 项 
点 标号 不 是 3， 那 末 它 一 定 和 进口 黄 项 点 之 一 配 成 一 条 新 的 全 
棕 校 ， 而 曲线 就 要 穿越 这 个 出 口 全 标 棱 而 去 .所 以 ， 只 要 未 找 
到 全 标 三 角形 ， 曲 线 就 要 继续 前 进 ， 容 易 理 解 “请 读者 委 行 证 
明 1),Q, 中 的 每 个 三 角形 顶 多 允许 曲线 通过 一 次 ,而 久 , 中 三 角 
形 数目 2 . (2m): 有 限 ， 所 以 如 果 曲 线 一 直 找 不 到 全 标 三 角形 ， 
就 必须 穿越 3aQ. 离开 QQ@.， 在 穿越 93Q, 离开 .的 当时 ,标号 1 
在 左 , 标 导 2 在 有 ， 按 道 时 针 方 向 看 ， 就 应 该 是 3@. 上 的 一 个 
《2，ty 棱 . 但 是 我 们 已 经 说 过 , 3Q, 上 没有 (2, 1) 校 ,矛盾 . 
这 就 说 明了 ,每 条 曲线 必定 在 有 限 步 内 找到 急 , 中 的 个 全 标 二 
角形 . 

找到 全 标 三 角形 后 ,曲线 开始 向 空中 伸延 , 规则 是 :“ 过 到 
全 标 三 角形 就 穿 直 去 ” 穿 过 一 个 全 标 三 角形 , 就 进入 一 个 四 面 
习 ， 四 面体 有 4 个 顶点 ,进口 三 角形 3 个 顶点 的 标号 分 别 是 1、 
2 和 3, 不 论 第 4 个 顶点 的 标号 是 1 或 2 或 3, 总 是 和 前 3 个 顶 
点 中 的 一 个 标号 相同 ， 对 于 标号 相同 的 顶点 ， 实行 以 新 代 旧 的 
网 标 号 顶替 ， 就 得 到 一 个 新 的 全 标 三 角形 ， 成 为 曲线 从 这 个 四 
面体 出 来 的 出 口 ， 所 以 曲线 在 空中 伸延 ， 在 带 有 全 标 三 角形 端 
面前 四 面体 中 穿行 的 过 程 永远 不 会 终止 

容易 理解 《也 请 读者 自行 论证 ), 每 个 四 面体 顶 多 允许 曲线 
穿 过 -次 ， 根 据 * 比较 大 的 时 候 ， 首 一 区 项 式 

fz) 一 下 十 go i 二 "十 Giz 十 a 
wid fz 二 tao/e") 
» Bd* 


的 行为 都 和 矫 淆 数 z" 差不多 , 我 们 在 第 2 节 将 证 明 , 存在 一 个 
正 数 六 ， 使 得 在 想象 的 以 原点 为 中 心 RK 为 半径 的 大 圆 简 外 ， 没 
有 全 标 三 角形 ， 夺 茹 规则 ， 曲 线 只 能 在 带 全 标 三 角形 的 四 面体 
中 穿行 ， 扬 以 不 能 路 出 大 圆 简 . 大圆 简 在 任何 有 很 高 度 下 的 四 
面体 数目 是 有 限 的 ， 既 然 曲线 要 无 休止 地 穿行 下 去 ,每 次 都 穿 
过 一 个 新 的 四 面体 ， 它 就 必须 越 走 越 高 ， 但 是 定理 1 后 面 的 分 
析 告 诉 我 们 汪 越 商 的 全 标 三 角形 离 多 项 式 的 根 越 近 ， 要 怎么 近 
有 怎么 近 ， 这 就 保证 了 从 方块 进 沿 3@. 上 = 条 《1，2) 楼 出 发 
的 a 条 曲线 ,可 以 无 限 地 越 来 越 接近 多 项 式 f(z) 的 个 根 . 


图 2.€ 

真 拓 沁 幅 神 奇 的 动画 ; 培养 四 入. 边 上 栽 着 的 个 幼 芽 , 在 
一 个 看 不 见 的 友 秽 简 的 屏 项 之 下 ， 经 过 短暂 的 左右 争 索 ， 就 不 
靳 上 雍 ， 正 好 把 多 项 式 的 4 个 根 一 一 指示 出 来 ，- 
:网 必 的 读者 记得 ,在 第 一 章 讲 对 分 区 间 迁 代 法 时 用 过 同 符 
壬 侦 苦 . 现在 许愿 算法 用 的 是 同 标 号 顶替 , 它们 有 什么 联系 吗 ? 
的 确 ?它们 多 思想 是 一 致 的 ， 都 是 要 把 孤 点 捕捉 住 .* 在 实数 二 
的 -纵情 形 ;… 沁 芷 一 毅 钠 个 点 就 把 原点 卡 住 子 关 比较 容易 .所 
以 我 们 用 同 符 叶 顶替 ， 使 函数 在 区 间 两 端的 值 总 是 异 号 ， 在 复 
平面 的 二 维 的 情形 ， 本 来 举 几 个 点 是 围 不 住 原点 的 ， 而 是 需要 
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一 个 圈 . 库 加 算法 之 巧妙 ， 就 是 只 用 于 个 点 ， 同 样 达 到 捕捉 原 
点 的 目的 。 三 个 点 如 何 把 原点 提 住 ， 这 是 需 楼 论证 的 ， 下 一 节 
就 专门 做 这 个 论证 . 但 是 首先 这 三 点 要 分 布 得 好 , 要 位 于 图 2.3 
的 三 个 不 同 的 标号 山形 . 为 了 保持 每 个 标号 扇形 中 恰 有 一 个 点 ， 
所 以 用 同 标 号 顶替 

本 节 库 恩 算法 的 叙述 和 下 节 库 轧 算法 的 论证 中 ,使 用 了 
“进口 ”* 出 口 * 分 析 ， 早 在 库 因 论文 之 前 十 年 ， 旅 美 中 国 数学 
家 楼 徽 就 在 美国 《组 合 数 学 》 杂 志 上 发 表 论 文 使 用 进口 出 口 分 
析 ， 攀 的 论文 说 : 设想 有 -- 座 天 房子 ， 里 面 有 许多 小 房间 ， 如 
果 每 个 房间 顶 狗 只 有 两 个 门 , 整 个 大 房 上 由 有 一个 对 外 的 门 , 那 
么 大 房子 里 一 定 有 只 有 … 个 门 的 所 谓 “好 房间 ” 为 了 论证 , 攀 
规定 了 一 种 “ 走 法 "， 从 大 房子 唯一 的 门 进去 ,每 个 门 只 许 走 过 
一 次 ,就 一 定 走 到 好 房间 . 为 什么 ? 因为 每 个 房间 顶 多 两 个 门 ， 
所 以 顶 多 进 一 次 出 一 次 ， 穿 过 之 后 就 不 能 再 加 来， 如 果 一 直 找 
不 到 好 房间 ， 而 大 房子 内 房 同 数目 有 限 ， 那 么 最 后 只 能 走出 大 
房子 ， 可 是 根据 假设 ， 大 房子 愉 有 一 个 已 经 用 作 进 口 的 门 ， 没 
有 第 二 个 门 , 又 要 出 来 ,又 没有 出 口 . 这 就 导致 矛盾 . 所 以 , 按 
照 攀 的 “ 走 法 ”， 一 定 可 以 找到 好 房间 ， 

上 一 章 讲 计 ， 反 证 法 通常 不 是 构造 性 的 ， 但 杰 徐 设 计 了 他 
的 * 走 法 ”, 在 此 基础 上 的 反 证 法 论证 , 就 是 构造 性 的 了 > 因为 
他 告诉 你 具体 的 走 法 ， 保 证 你 能 找到 好 房间 . . 

， 在 克 的 论 交 惧 后 ,进口 出 口 分 析 就 风行 一 时 体现 了 组 合 
讨论 的 熟 力 ， 娄 的 “ 走 法 ”"”， 就 是 人 们 所 讲 的 “算法 ”至 于 库 
思 算 法 ; 则 用 进 了 于 一步， 房间 数目 无 限 ， 这 时 ， 侠 标 三 角形 就 
是 门 ， 全 标 三 角形 越 小 ， 它 所 在 的 “房间 ”就 趟 好 .”… 
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人 2 可行 性 和 收敛 性 的 论证 


这 一 节 我 们 要 论证 库 恩 算 法 为 什么 会 成 功 ， 这 包含 两 方面 
的 内 容 . 

一 是 可 行 性 的 论证 ， 即 说 明 为 什么 方块 Q, 的 边界 3@, 上 
正好 有 nn 个 (1;~2) 楼 , 没有 2， 1) 被 ,并且 从 每 个 (1， 
2) 楼 组 发 的 曲线 ， 都 将 无 休止 地 伸延 ， 不 会 发 生 交 又 和 打 图 这 
样 迷失 方向 的 情形 。 

” 工 是 收 伍 性 的 论证 ， 主 要 是 说 明 为 什么 每 条 曲线 都 要 不 断 
向 上 攀登 . 谈 样 ,结合 待 证 的 定理 1, 就 知道 每 条 曲线 正好 捕 所 
住 一 个 根 ， 7 四 
”我们 分 几 个 命题 完成 这 些 论 让. 

命题 1 按 道 时 针 方 向 , 2Q@, 上 顶点 的 标 导 , 电能 有 吊 步 的 
1 一 1, 2 一 2, 3 一 3 和 渐进 的 1-*2， 2 一 3, 3->1 六 种 情况 . 所 以 ， 
3 已; 目下 好 有 ,am 条 (1，2) 酚 , 没有 (2，1) 楼 ; - 

:… 睹 证 :凡凡 过 大 时 ,方块 边界 上 每 条 棱 =x 离 原点 就 比较 
运 。 它 们 对 原点 的 张 角 jarg (z"/z= ) | 就 比较 小 ， 太 块 Q. 所 在 
的 平面 的 点 是 梓 照 ww 一 z" 标号 的 , 而 器 务 数 w==z* 把 C 平 
面 芋 的 下 市 形 思 乔 aQ: 十 分 对 称 地 在 CC 平面 上 绕 原 点 w 各 ， 
为 ae 调 每 条 机 对 原点 张 角 larg (x"/z') | 比较 小 , 那 来 这 条 榨 
作为 次 革 壬 首 w 平面 上 对 原点 的 张 第 jarg (eyYx*"》 .| 二 
nlatg 《站 /x 也 就 比较 小 : 微分 学 的 简单 极 值 计算 表明 , 澡 之 
名 名 和 时 ,就 族 有 :aarg (z”/z'》| 过 2x/3， 复数 运算 滨 诉 我 们 ， 
下 次 短 的 辆 朋 等 于 辐 角 的 = 倍 . 所 以 , 3Q@, 上 每 条 楼 作 ”次 乔 后 
仍 不 能 二 开 沁 跨 迷 确定 标号 的 整个 山形 区 域 ,所 以 ,ae 上 格 点 
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的 标号 , 只 能 踏步 或 渐进 . 再 注意 3Q. 的 像 在 也 平面 CC 上 正好 
a 次 由 Ci 进入 Gi， 就 知道 8 名， 上 正好 有 = 条 {1]，, 2) 棱 ， 最 后 ， 
如 果 有 (2, 1) 楼 的 话 ， 就 是 说 这 杀 棱 的 mm 一 2 像 从 G; 跨越 整 
个 区 域 G; 进入 G1. 而 这 是 不 可 能 的 ,所 以 42,1) 楼 不 会 出 现 ， 


围 23. 7 


因为 在 算法 中 取 m 为 不 小 于 3(1 + v 2 )n/4x 的 最 小 整 
数 ， 当然 符 合 m 宇 3n/2r 的 要 求 . 这 样 , = 条 求 根 曲线 的 出 发 点 
就 有 了 着 落 ， 仿 下 只 要 说 明 ， 这 些 曲 线 不 会 交 久 分 叉 ， 不 会 打 
求 根 曲 线 先 是 在 C_, 平 面 的 三 角形 中 穿行 往 , 里 走 , 规则 
是 过 到 有 1、 2 两 个 标号 的 楼 就 穿 过 去 . 我 们 把 C- 平 面 上 有 1、 
2 两 个 标 导 的 三 角形 叫 敌 通 道 三 角形 . 很 明显 , 求 根 曲 线 走 过 的 
三 角形 ,都 是 通道 三 角形 . 在 C. ,平面 上 找到 全 标 三 角形 以 后 ， 
求 根 曲线 就 往 空中 的 四 面体 中 穿行 ， 规则 是 遇 到 全 标 三 角形 就 
穿 过 去 ， 我 们 把 空中 有 全 标 三 角形 端面 的 四 面体 叫做 通道 四 而 
体 ， 很 明显 ， 求 根 贡 线 走 过 的 四 面体 ， 都 是 通道 四 面体 . 
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命题 2 ”每 个 通道 三 角形 和 通道 四 面体 都 正好 有 一 对 门 ， 
一 个 是 进口 ， 一 个 是 出 口 . 

证 明 ” 先 看 四 面体 ， 既 然 是 通道 四 面体 ， 就 已 经 有 一 个 面 
是 全 标 三 角形 ， 这 已 是 一 个 求 根 曲 线 可 以 通过 的 “ 门 ” 四 面体 
的 3 个 顶点 已 标号 1.2、3, 那 末 无 论 第 4 个 顶点 的 标号 是 什么 ， 
这 个 四 面体 就 一 定 还 有 并 且 只 还 有 一 个 面 是 全 标 三 角形 (请 该 
者 多 画 几 张 四 面体 草图 弄 清 这 个 道理 ), 所 以 通道 四 面体 都 怡 有 
一 对 门 ， 

再 看 通道 三 角形 ， 它 已 有 一 条 楼 标号 1、2， 是 求 根 曲线 可 
以 通过 的 门 . 如 果 另 一 顶点 标号 是 1 或 者 2, 那 末 三 条 楼 中 必 有 
两 条 标号 1、2 的 楼 ， 而 另 一 楼 两 端 标 导 相同， 不 成 为 门 〈 也 请 
”画图 分 析 ), 所 以 该 三 角形 正好 有 -一 对 门 . 如 果 另 一 顶点 的 标号 
是 3, 那 末 这 是 一 种 特殊 的 通道 三 角形 , 担负 着 从 C_; 平 面 到 空 
中 的 转折 的 性 务 ， 把 标号 1、2 的 楼 作为 曲线 进入 三 角形 的 门 ， 
把 整个 三 角形 〈 它 是 全 标的 1) 作为 曲线 转 入 四 面体 的 门 , 所 以 
也 是 正好 有 一 对 门 . 

把 通道 三 角形 和 通道 四 面体 看 作 是 “人”, 两 个 门 看 作 是 一 
双手 ， 这 样 ， 求 根 曲线 都 是 由 许多 “人 ” 手 拉手 过 起 来 的 ， 有 
了 这 个 比 响 ， 就 容易 理解 ， 如 果 曲 线 会 分 叉 交 叉 或 打 团 ， 就 一 
定 要 有 一 些 三 只 手 的 “人 ”, 与 前 面 证 明 的 每 “人 ”正好 有 一 双 
手 赴 逢 . | 

至 此 ， 算 法 的 可 行 性 证 明 完 成 . 

为 了 证 明 算法 是 收 剑 的 ， 我 们 需要 下 面 的 定理 ， 刚 才 命题 
2 的 证 明星 有 组 合 的 和 图 论 的 风格 ， 下 面 定理 2 的 证 明 却 是 初 
等 数学 的 细致 推导 ， 证 明 的 指导 思想 ， 却 和 命题 1 一 致 

定理 2 设 lgol » |arl, -…， la | 中 的 最 大 者 记 为 4， 记 
3 v3 2 十 Dn/dm 和 1 十 na/ (tn 一 1) 中 的 最 大 才 为 r, 再 令 RR 一 
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r 十 ,3 ,那么 全 标 工 角形 和 原点 的 距离 部 小 于 及 
证 明 首先 我 们 注意 , 苦 复 数 符合 |w| 之 1, 就 必 有 
|arg( 十 ww 所 (x/2)|w|. 道理 很 简单 ; 莱 图 就 知 |arg (1 十 w)| 
arc sin tw |S (m/sin (tare sin |we: } := /2 ll. 
因为 三 角形 的 楼 者 不想 过 、2 , 蔚 宇 角形 有 - -顶点 距 原点 
超过 天 ;整个 二 角形 就 都 在 中 原点 入 过 的 地 方 .下 面 只 须 证 
明 , 这 样 的 三 角形 一 定 不 是 全 标 三 角形 ， 
人 尖 [ 一 1 十 ?中 的 顶点 者 可 以 胡 示 成 (zy 二 是 不 小 于 
一 1 的 整数 . 设 (z 下) (zs) 是 上述 三 角形 的 两 伞 斋 点 ,和 蔡 
二 不; 都 大 于 一 1 网 两 点 都 由 4 一 = f(x ) 标 号 ， 将 Fz} 改写 成 
fi) = (2) ) .因为 
jz > zz[>>>, 就 有 
[gza) | |a /rt 二 a ir + la l/r 
Satl/rt dr + 7") 
af tr Dn Ln. 
[gl21)—g(z) | 
| ll tad» [l/st— 14/2 | 
Salers llir + /rd !) 
二 Yatr 一 1 
vy 2 n/n m1) 
v2 (nl)dr/3n ,2 (2+a) (nm 1) 


=dr/3(2T Mn 
gz) —g(z2) 4 | 1-*1| = AT 1 
1 十 SCza7 3(2 十 严 ) | n | 3 二 她 
于 是 , 记 x, 租 巡 和 首 到 于 面 避 的 象 为 加 和 wi; 有 


fe 


| x"Cl 二 ge )) 
Tg 友 。 arg FT 


ET 


立 T 


Et gc) 


< |arg < | 
ja | 人 + TH EC) 

A 并 ， ELT1) — ET) 
En Ez, 十 3 1+ g(x:) 


NY 

3v 3 (24ndr 2 3(2+r) 3 
当 下 1 和 ks 有 一 个 是 一 1 或 两 个 都 是 一 1 时, 第 容易 证 明 
jarg to/rwz) | 过 2x/3, 因 为 可 用 zz" 代 六 (z). 

既然 三 角形 3 个 顶点 在 C 平 面 上 的 象 ,两 两 之 间 对 源 点 张 
开 的 角度 都 小 于 2r73， 那 末 3 个 顶点 的 象 不 可 能 分 别 位 于 G'、 
Gz、 和 G;. 这 就 证 明了 : 有 一 个 顶点 距 原 点 不 小 于 尺 的 三 角形 ， 
不 会 是 全 标 三 角形 

有 - -全面 是 全 标 三 争 阅 才 是 通道 四 商 体 ， 所 以 通道 四 面体 
都 在 以 原点 为 中 心 RR 为 半径 的 大 加 管内 .这 样 一 来 ， 既然 求 根 
曲线 要 无 休 引 地 穿行 下 去 ,每 个 四 面体 项 多 允许 它 通过 一 次 ,所 
以 曲线 一 定 要 不 断 上 升 . 结合 下 节 将 证 的 定理 1, 就 知道 条 求 
根 曲线 正好 把 多 项 式 的 个 根 抓 住 。 . | 

这 一 节 的 3 个 证 明代 表 3 种 不 同 的 风格 ， 其 中 命题 1 的 证 
明 突出 主要 思想 ， 省 略 了 一 些 技术 细节 ， 我 们 丰 希 望 读 着 只 注 
重 细节 ， 最 重要 的 是 理解 算法 的 全 局 ， 如 果 你 能 想到 下 面 的 问 
题 ， 就 说 明 你 对 算法 的 全 局 把 握 得 很 好 ， 

我 们 说 过 , 求 根 曲线 在 Q, 内 我 到 全 标 三 角形 后 , 就 开始 往 
空中 伸延 ， 那 么 ， 如 果 曲 线 转 了 一 阵 又 回 到 C_, 平 面 上 来 怎么 
办 ?你 想到 过 这 个 问题 吗 ? 不 解决 这 个 问题 ， 算 法 就 会 乱 套 ， 

首先 要 注意 , 曲线 在 C-: 平 面 上 伸延 时 ,总 是 标号 1 在 左 标 
号 2 在 有 有 ,而 曲线 在 四 面体 中 穿行 时 ， 总 号 遵守 “右手 法 则 ”， 
即 看 到 逆 时 入 标号 1,2, 3 的 全 标 三 角形 就 作为 进口 钻 进 去 , 看 
到 顺 时 针 标 号 1、2、3 的 全 标 三 角形 就 作为 出 口 争 出 去 . 所 以 ， 
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如 果 曲 线 走 了 一 阵 又 阿 到 C-; 平 面 上 来 ， 一定 到 达 顺 时 针 标 寻 
的 1、2、3 全 标 三 角形 ， 

出 现 这 种 情形 时 , 巾 线 当然 不 能 穿 到 C_, 平 面 下 面 去 , 因为 
那里 没有 四面 体 ， 这 时 ， 我 们 规定 ， 曲 线 看 淮 标号 1 在 左 标号 
2 在 右 的 楼 穿 出 去 , 再 次 在 和 -平面 上 久久 前 进 , 待 走 到 新 的 全 
标 三 角形 时 再 抬头 向 空中 发 展 、 新 找到 的 全 标 三 角形 一 定 是 逆 
时 针 标 导 1、2、3 的 三 角形 . 

运用 与 命题 1 同样 的 方法 可 以 证 明 , 当 mw 守 3 (1 十 2 ay 
4r 时 , &. 外 就 不 会 有 全 标 三 角形 .这 个 数 比 命题 1 本 来 的 3n/ 
2x 大 ,是 因为 3Q, 上 的 楼 都 是 长 度 为 1 的 楼 ,而 论 及 三 角形 时 ， 
就 要 考虑 长 度 为 ”2 的 斜 边 . 

里 三 角形 数 旨 很 有 限 ， 所 以 曲线 只 能 回头 很 少 次 ， 就 一 定 基 此 
隶 远 在 空中 的 四 面体 中 穿行 . 

作为 算法 的 一 个 简单 的 练习 , 请 读者 看 图 2. 5, 找 出 可 以 让 
曲线 何 到 C-! 平 面 来 的 全 标 三 角形 ， 并 且 礁 这 种 三 角形 出 发 簿 
惫 前 进 ， 找 到 新 的 使 曲线 再 度 升 空 的 全 标 三 角形 . 

可 能 有 读者 埋怨 ， 为 什么 这 么 晚 才 告诉 如 何 对 付 曲 线 回 头 
的 情形 ? 其 实 ， 如 果 一 开始 就 堪 左 右 右 都 详 说 ， 改 怕 不 利于 读 
者 迅速 抓 住 算法 的 要 点 ， 做 研究 工作 也 是 这 样 ， 先 想 出 曲线 如 
何 穿行 的 方法 , 后 来 发 现 曲 线 可 能 回 到 C .: 来 , 再 想 办 法 对 付 这 
种 小 麻烦 、 没有 什么 圣人 可 以 一 下 子 把 所 有 可 能 的 情形 都 想 得 
十 分 仔细 


”$3 全 标 三 角形 与 根 的 距离 


这 一 节 我 们 证 明 $ ti 中 叙述 的 定理 1, 它 说 明 全 标 三 角形 与 
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多 项 式 的 根 的 下 离 , 因为 规定 C_, 和 Cu 平面 的 线 距 4 一 1， 所 以 
定理 可 以 写成 : 

定理 1 下 六 0 时 ,Cs 羊 曾 上 全 标 三 角形 任 一 硕 点 与 多 项 式 
某 个 根 的 焉 离 不 超过 
二 4 

证 明 ”因为 心 , 平面 上 三 角形 任 两 顶点 的 距离 不 超过 2 / 
关 ， 我 们 只 权证 骨 全 标 三 角形 有 一 个 顶点 与 多 项 式 的 某 个 根 的 
还 高 不 超过 3n8/4， 其 中 3 就 是 三 角形 斜 边 长 x*3 /2 

=1 没什么 值得 讨论 (为什么?)， 下 面 只 考 虞 ”>1 的 情 
形 ， 改写 项 式 为 

fc 一 (zx 一 Ee), 

这 音 &， Li es 和 是 多 项 式 的 2 个 很 ， 由 代数 基本 定理 保证 . 

”车 定理 不 真 ， ©, 平面 上 某 个 全 标 三 角形 (Zils Za 3》 各 顶 
点 与 多 项 式 所 有 根 的 现 离 都 大 于 3n6/4, 即 对 所 有 ;1,2, 3 和 
j=l,， “sn 部 有 | |>3n874， 于 是 ， 对 j 一 1，…，2， 


aa 4 
一 和 | < 一 3 
fz:) (a 一 ) 《22 一 到) 
aa EC | oC Fa,) 
< | wr | “十 arg = 区 
1 
| =|are(1+2 委 | 二 十 Jarg 1 十 2 | 
天 ,LT | 知 一 2 
| 1 + 十 忆 zi1—é, 
“i 
Hh* Fm 


其 中 倒数 第 2 个 不 等 号 是 因为 fwi<<1 时 一 定 成 主 larg (1 十 w)| 
. 4d3* 


Cr to 
辐 理 可 证 : 
[arg Cresrwa) |= arg Cf Ca) fen)) | 2r/3, 
larg Cr /roa) {= larg{ f(z.) /ff (23)) | 2r/3. 
这 说 明 三 角形 三 顶点 在 C_; 平 面 上 的 象 ， 两 两 对 原点 的 张 角 都 
小 于 2873,， 所 以 它们 不 可 能 一 个 在 如 ，- 个 在 G， 一 个 在 G3， 
这 和 与 三 角形 是 人 金 标 三 角形 了 矛盾， 

这 就 完成 了 定理 的 证 归 . 

岸 思 算法 的 叙述 ， 需 要 一 定 的 简 帆 、 求 根 明 线 优 样 “ 生 长 
伸延 ", 则 是 变 给 计算 机 去 做 的 . 把 第 一 节 的 内 容 研究 清楚 .你 
就 可 以 着 手 编制 库 恩 算法 的 计算 机 程序 了 了 . 

. 亚 编 制 这 个 程序 ， 很 重要 的 就 是 弄 清楚 三 角形 和 四 面体 项 
点 之 问 的 位 置 关系 和 坐标 关系 . 县 体 地 说 , 当 曲 线 在 久 , 内 多 多 
前 进 时 ， 已 知 曲 线 已 经 到 达 的 道道 = 骨 形 的 3 个 侧 点 ， 并 且 已 
知 哪 尖 个 顶点 组 成 出 口 梭 ， 如 何 确 定 下 -一 个 道道 三 角形 的 另 一 
个 顶点 的 位 置 和 坐标 ; 当 曲 线 在 空中 穿行 时 ， 已 知 曲 线 已 经 到 
达 的 通道 四 面体 的 4 个 侦 点 和 组 成 出 口 全 标 三 角形 的 3 个 项 
点 ;如何 确定 下 一 个 通道 办 面体 欧 丸 -个 硕 点 的 位 置 和 举 标 , 这 
对 读 消 的 立体 几何 概念 和 空间 举 标 概念 号 -- 种 很 好 的 急 炼 ， 读 
者 应 当 编 制 一 个 不 管 n 等 于 多 少 都 可 以 用 的 程序 ， 这 就 可 以 一 
劳 永 钊 地 帮助 你 解决 求 任何 多 项 式 的 全 部 根 的 问题 , 

采用 库 恩 算法 来 求 多 项 式 闻 (2) -zi 十 at 十 "十 41z 十 
av 的 根 的 时 候 ， 曲 线 每 前 进一步 ， 首 先 要 算 一 个 点 的 标号 . 根 
所 标号 法 , 如果 这 个 点 不 是 CC. 平面 上 的 点 ,就 要 算 这 个 点 的 多 
项 式 值 ， 所 以 ， 如 何 进 行 多 项 式 计 信 ， 值 得 讲究 ， 通 常 使 用 的 
多 项 式 计 值 格式 是 

一 (二 
= 


它 的 好 处 是 把 屁 方 运算 让 能 带 来 的 及 烦 尽 评 能 避免 掉 , 并 且 节 
省 运算 量 ， 
其 它 细节 问题 ,读者 可 自行 考虑 解决 ， 
下 面 叙述 我 们 的 一 些 计算 结 梁 . 
当 多 项 式 
flz) = 一 (4 1+6i)2— (4.8—12. 31)2+ 
十 4z2 一 (16. 4 二 +24i)z— (19, 2—49. 27) 
著 , 用 库 恩 算法 算出 5 个 根 如 下 ; 
= 2.1000000 十 3. 00000007， 
二 1.9999999 十 2. 89999998 ， 
6 =—0.9999999 二 1. 9000000Q:， 
上 一 0.9999999—0.9999999:, 
总 一 一 六 9999999 一 1. 0000000z ， 
. 名 一 1.0000000 二 0. 99999097. 
这 是 一 个 中 学 数学 决 不 会 遇 到 的 “真正 的 ” 复 系 数 儿 项 式 . 
重要 的 是 记 住 , 多 项 式 求 根 问 题 , 局 限 在 实数 范围 内 ,就 不 
可 能 彻底 解决 . 41 阶 多 项 式 
fF}=2t 十 z: 十 1 
是 一 个 实 系数 多 项 式 ， 但 它 的 41 个 根 中 ， 只 有 一 个 是 实数 根 ， 
那 就 是 二 一 0. 95248387. 利用 库 恩 算法 , 很 容易 就 找到 它 的 全 
部 根 : 
一 1.0143046 士 0. 0809230271， 
2 一 0, 党 718386 士 0.24035438i， 
6 一 0.93366404 士 0.39254638z， 
< 一 089815802 士 0.532633531 ， 
Ba = 0.75371952 +0. 65538027:, 
E30 = 0.63233982 二 0.75340119i， 
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tr35 = 0.50755864 
Bs = 0.417135157 
& ss = 0.28981213 
oa 一 0.13916543 
Gg 一 一 0 


tz,30 = 0. 18020604 
G32 = — 0. 33698432 
S038 —=—0. 48528023 
és.27 =—0.62087250 


es 一 一 0.73910056 
Es =—0. 83686300 
上 一 一 0.91051113 
&1013 一 一 0.95633901 
ea 一 一 0.96814033 
été, 一 一 0.05248387 


士 站 81057343i， 
土 0. B7106730r, 
七 U. 9846423677， 
十 各 9924786731， 


019728033 十 1.00935217 ， 


土 0. 09796223F. 
+0. 95922761i, 
.89453836, 
' B05889307, 
693590435i， 
- 3587825661, 
,42502815i, 
0. 27377620i, 
士 六 120366957, 
十 0. 15894571 色 10 
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这 41 个 根 在 = 平面 排 成 -个 以 实 轴 为 对 称 轴 的 心 形 ， 心 尖 向 


右 ， 心 形 的 平均 半径 大 约 是 | 


表 列 最 后 一 个 的 进 部 其 实 是 


0， 因 为 这 次 计算 只 用 了 8 位 数字 精度 的 计算 机 ， 
属意 编制 库 央 算法 计算 程序 的 读者 ,除了 重复 这 两 个 算 例 


作为 检验 以 外 , 还 可 试 试 把 第 一 


章 的 多 项 式 f(z) 二 x’ 一 1]7z 十 2 


的 所 有 根 算出 来 . 编程 序 要 花 时 间 , 但 将 是 一 劳 水 逸 的 工作 - 另 
外 ， 喜 欢 不 动 点 选 代 的 读者 ， 则 可 以 试 坛 用 第 一 章 介绍 的 不 动 
点 选 代 方法 ， 招 上 面 41 阶 多 项 式 的 那个 实 根 确定 下 来 


$ 4 积木 结构 的 计算 复杂 性 讨论 


这 一 节 我 们 讨论 库 思 算 法 的 效率 ， 具 体 来 说 ， 就 是 证 明 多 
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项 式 求 根 的 库 恩 算法 ,是 计算 复杂 性 理论 所 寻求 的 多 项 式 时 间 
算法 . 

算法 效率 的 讨论 , 换个 角度 说 , 就 是 计算 成 本 的 估计 : 在 
用 算法 解 决 招 题 之 前 ， 预 先 稍 计 计算 成 本 是 多 少 . 

前 面 已 经 讲 过 ,时 间 是 成 本 的 一 种 尺度 , 花费 时 间 多 的 ,成 
本 就 高 ， 但 计算 机 是 不 断 升级 换代 的 ， 速 度 越 来 越 快 ， 功 能 越 
来 越 强 , 第 对 的 时 间 佑 计 己 经 难以 说 明 效率 或 成 本 , 要 说 时 间 ， 
只 能 说 在 某 种 区 型 的 机 器 上 要 用 多 少时 间 . 本 来 可 以 把 时 间 
“基本 化 ”， 按 照 解 央 一 个 问题 机 器 要 做 多 少 次 基本 运算 动作 来 
估计 成 本 ,但 这 样 做 需要 计算 机 硬件 和 软件 方面 的 一 些 知识 ,未 
必 适 合 只 关心 如 何 使 用 计算 机 来 解决 问题 的 读者 ， 

闸 对 多 项 式 求 根 问题 ， 不 同 竟 算法 可 以 有 不 同 的 天 度 ， 例 
如 下 一 章 讲 的 牛顿 算法 的 成 本 ， 可 以 用 所 需要 的 牛顿 迭代 的 次 
数 来 衡量 ; 库 恩 算法 的 成 本 , 则 可 以 用 求 根 曲线 穿越 名. 内 的 三 
前 形 和 空中 的 四 面体 的 次 数 来 衡量 ， 重 要 的 是 ， 牛 号 赵 代 次 数 
和 库 思 盟 线 穿越 次 数 ， 都 可 以 进一步 转换 成 统一 的 多 项 式 计 值 
次 数 ， 事 实 上 ,数值 地 计算 一 个 函数 的 根 ， 道 常 矢 要 多 次 计算 
活 数 的 值 ， 即 在 某 一 点 ,算出 这 点 的 函数 值 ， 根 据 已 经 算 过 的 
点 的 矣 数值 所 提供 的 信息 ， 指 示 下 一 个 点 应 选 在 什么 地 方 。 对 
于 库 恩 算 法 ， 必 须 算 一 个 新 顶点 的 标号 ,曲线 才能 向 前 穿越 一 
次 ， 为 了 算 顶 点 的 标号 ， 就 要 计算 这 个 项 点 的 多 项 式 值 ww 二 
f(z)，, 或 者 当 这 个 顶点 在 C1 时 计算 需 函 数 久 一 z 值 ， 曲 线 在 
C-, 平 面 上 穿越 的 是 三 角形 ， 在 空中 穿越 的 才 是 四 面体 所 以 ， 
我 们 可 以 用 曲线 穿越 四 面体 的 次 数 ， 来 衡量 求 根 所 需要 的 多 项 
式 计 值 的 次 数 . 

事实 上 ， 息 格 曲 线 在 Q. 内 铀 简 前 进 的 成 本 很 小 的 一 段 以 
后 , 曲线 的 继续 伸延 , 可 以 看 作 获 它 穿 越 的 四 面体 的 不 断 堆 确 . 

- dr 


库 是 算法 的 这 种 积木 式 的 上 合 结构 ,是 解决 成 本 估计 的 关键 . 因 
为 只 有 当 项 线 穿越 四 面体 时 ， 才 会 需要 计算 多 项 式 值 ， 而 每 个 
四 面体 项 多 允许 曲线 穿越 一 傣 ， 所 以 数 -一下 曲线 穿越 了 多 消 个 
四 面 栖 ， 就 知道 做 了 多 少 次 多 项 式 计 值 ， 这 样 ， 计 算 成 本 也 就 
知道 了 . 

但 有 是, 这样 数 出 来 的 ， 只 基 事 后 的 “成 本 核算 ”而 复杂 性 
理论 要 求 的 却 是 事前 的 “成 本 佑 计 ”， 事 前 我 们 不 知道 盟 线 将 走 
过 哪些 四 面体 ， 成 本 怎么 估算 呢 ? 

解决 问题 ， 有 赖 于 下 面 两 个 观察 ， 

观察 曲线 穿越 的 四 面体 ， 都 在 以 原点 为 中 心 R 为 半径 
的 大 辆 简 里 ， 

这 不 过 是 $2 中 证 明了 的 定理 2 的 一 种 通俗 的 表达 . 

大 辆 简 的 高 度 是 无 限 的 ,所 含 四 面体 数 日 也 无 腿 ， 伍 是 我 
们 记得 ， 越 往 上 ， 全 标 三 角形 越 接近 多 项 式 的 根 ， 根 据 全 标 三 
角形 和 和 多项式 根 的 距离 不 超过 v2 (1 十 34/4)/2: 的 定理 ,如 果 
计算 的 准确 度 要 求 是 ,我 们 只 要 到 天 为 不 小 于 log:(v 2 (1 十 
3n/4)/e) 的 最 小 整数 ,那么 曲线 到 达 Ck 就 大 功 告 成 了 . 这 村 ， 
全 标 三 角形 与 多 项 式 根 的 距离 不 超过 

v2 (1 3n/4)/2" 
Ev/ /2 3n/4)/e) =e, 
说 明 找 到 的 根 误 差 不 超 过 允许 的 范围 . 

在 Cx 以 干 太 图 简 所 含 的 四 面体 数目 是 有 限 的 ， 也 很 容易 
算出 来 ,比方 说 是 M 吧 . 这 样 就 可 以 给 出 一 全 忒 本 俩 计 ; 按照 
精度 要 求 e 算出 多 项 式 全 部 1 个 根 的 或 本 , 不 超过 M 次 多 项 式 
计 值 ， 

我 们 不 把 这 个 到 算出 来 , 因为 它 肯 定 不 能 令 人 满意 . 大 图 
简 是 上 下 --- 般 粗 的 , 每 上 上升 一 屋 , 四 面体 的 数目 就 增 至 4 僧 , 这 
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样 的 指数 增长 ， 比 梵天 室 霸 问题 中 的 指数 增长 还 历 害 . 

求 根 曲线 真 的 可 能 跑 蜗 大 圆 篇 吗 ? 

不 ! 

经 过 认真 的 研究 , 我 们 作出 了 这 个 回答 . 事实 上 ,定理 1 告 
诉 我 们 ， 当主 0 时 ， 求 根 曲 线 与 多 项 式 的 根 的 距离 不 超过 
2 (1 十 3n/4)72 ,这 个 数 上 升 - 层 就 要 缩小 一 半 . 多 项 式 有 
于 个 根 〈 其 中 有 些 可 能 相 重 )， 曲 线 只 能 在 以 这 = 个 根 为 中 心 的 
vt 十 3n74)7/2 为 半径 的 图 柱 内 生长 . 由 于 172% 的 作用 ,每 
向 上 一 层 ， 圆柱 直 和 饥 威 半 ， 所 以 这 些 癌 柱 ， 实 际 上 是 座 以 多 
项 式 的 根 为 轴线 的 贺 柱 阶梯 ,这样 , 综合 定理 2 和 定理 1, 我 们 
有 了 更 深刻 的 观察 : 

观察 2 求 根 曲 线 可 能 走 到 的 地 方 ， 出 一 个 半径 为 只 的 底 
座 陪 盘 和 座 半 径 不 断 对 半 织 小 的 圆柱 阶梯 组 成 . 

现在 ， 每 节 小 圆柱 里 面 
的 四 面体 的 数目 是 一 样 的 . 
把 CGC 以 下 底座 圆 格 和 图 林 
阶梯 中 四 面体 的 数目 算出 
米 ， 束 有 可 能 取得 成 功 . 

底座 圆 盘 的 体积 是 

图 2.8 rR2:， 和 人 等 个 基本 方 体 体积 为 
1， 被 分 成 5 个 四 面体 (图 
2.2 左 )， 由 此 可 知 ， 底 斌 圆 盘 里 四 面体 的 总 数 是 5xR*. 

必 土 面 一 节 小 圆柱 的 体积 是 zx(。、2 (1 十 3n74)2 天 一 
2x(1.H3n/4)22-2 ,而 Crx 上 基本 方 体 的 体积 是 (17292 一 2 二 ,分 
成 4 个 四 面体 ,所 以 每 节 小 圆柱 中 四 面体 的 数目 是 28xt1 十 
3n/ 4， 


» do 


圆柱 阶梯 的 高 度 是 天 ,所 以 王座 辐 柱 阶梯 包 售 的 四 面体 总 
数 是 28rnaCl 十 3m7/4)2 天 . 
综 上 所 述 , 求 根 曲 线 可 能 走 到 的 地 方 的 四 面体 总 数 , 不 超过 
5xR:+ 28nn(1 3n/4):K, 
现在 设 < 一 1, 即 设 和 多项式 的 系数 的 模 都 不 超过 1, 把 上 述 总 
数 佑 算 一 下 , 首先 ,RR 是 3 2 (2 二 r)nytz 种 1 十 an/ Cx 一 1) 中 的 
大 者 再 加 v 2 ,这 时 1 十 an/ (x 一 17<23, 所 以 
民 一 w 2 十 3 2 2A/ Ar 
2 二 3X1, 42X5, 2n704X3.1)<2(n 十 1)， 
可 知 底盘 中 四 面体 总 数 不 超 过 
5X3.2X (2+1)) =64(n 二 1)*. 
一 节 小 圆柱 中 四 面体 数目 不 超过 
2 tan/4) S28X 5. 2{1 二 3n/4):<90{(1+ 3n/4)? 


一 90X 记 [a+] —90X2 8 ,16 


1 2。 8 16 .1 

< 一 90X eb 太 十 记 玉 十 祁 十 如 一 1 
_ 4 ,21 
ox | 


<<90X 卫 (ao 二 Di<68(2 二 1 ， 


共有 nn 个 圆柱 阶梯 ,每 个 KK 节 , 合 起 来 ,总 数 
SxR:- 28rn(1 + 3n/4):K 
<B4Cn 二 1)?+68tnt lynK=(nt1) (4468nK) 
< ntl 68 1)K=680n 二 +1)K， 
其 中 玉 是 不 小 于 log:(v 2 《十 3n/4)/e) 的 最 小 整数 . 
计算 复杂 性 理论 主要 看 n 增加 得 比较 大 时 计算 成 本 名 条 汪 
加 ;而 比较 大 时 , 易 知 上 述 ; 
68Cn 1 K<100nlog: (ne). ; 


上 
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归纳 上 述 推 导 ， 我 们 得 到 下 虚 的 定理 ， 
定理 3 说 ae 一 1， 则 利用 库 思 算法 控 照 误差 不 超过 的 要 
: 求 算 出 多 项 式 全 部 个 根 所 需要 的 多 项 式 计 值 次 数 不 超过 
100n'log;: Cn/e), 

前 面 说 过 ， 多 项 式 计 值 次 数 反 喘 多 项 式 求 根 的 成 本 ， 对 于 
固定 的 精度 度 求 e， 成 本 随 » 增加 的 速度 不 超过 100n’logan 志 
190n. 这 说 明 , 库 恩 多 项 式 求 根 算法 . 确实 是 多 项 式 时 间 算 法 ， 
是 计算 复杂 性 理论 所 说 的 好 的 算法 ， 需 要 补充 一 句 的 是 ， 不 论 
把 a 取得 多 么 大 ， 都 得 到 多 项 式 时 间 的 结果 . 

在 下 一 章 ， 我 们 会 谈 一 点 和 定理 3 有 关 的 故事 ， 从 这 两 页 

， 的 推导 ,读者 可 能 觉得 有 点 粗糙 ,不够 细致 ， 是 的 ， 我 们 在 估 

， 算 多 项 式 计 值 次 数 时 , 烈 得 不 紧 . 为 什么 从 68 就 放大 到 100 呢 ? 

”也 许 还 可 以 小 一 些 ， 但是， 重要 的 是 我 们 已 经 成 功 地 论证 了 库 
轴 算 法 是 一 种 洛 项 式 时 间 算 法 ， 这 和 是 决定 性 的 一 步 ， 

定理 3 中 的 100nilog: (nis) 是 不 是 还 可 以 缩小 ? 完全 有 这 
个 可 能 其实， 即使 图 2. 8 所 表示 的 塔 形 地 方 ， 也 不 是 被 通道 
四 面体 填 满 的 .允许 求 根 曲线 穿越 的 通道 四 面体 ， 只 占 了 塔 形 
体积 的 一 小 部 分 ， 在 Cx 下 ,究竟 通道 四 面体 的 数目 是 多 少 ， 
仍然 很 值得 研究 特别 地 ， 如 果 求 根 曲线 是 单调 上 升 的 ， 即 一 
直上 升 总 不 干 降 ， 通 道 四 面体 的 数 上 月 就 一 定 更 小 . 

读者 如 果 对 上 述 问 题 有 心得 ， 请 一 定 要 珍惜 。 它 们 都 是 有 
待 进一步 的 科学 研究 去 解决 的 问题 ， 
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第 三 章 ”斯 梅 尔 对 牛顿 算法 的 研究 


牛顿 〈L， Newten》 是 17 世纪 中 到 18 世纪 20 年 代 的 大 科 
学 家 . 他 不 但 在 物理 学 方面 有 牛顿 三 大 定律 这 样 伟大 的 发 现 , 而 
县 对 近 牧 数学 的 发 展 也 作出 重大 贡献 ， 牛 顿 是 英国 人 ， 他 和 同 
时 代 的 德国 数学 家 莱 伯 尼 兹 〈G.Leibhnizy， 被 公认 为 微 积分 的 
创始 人 ， 

在 解 方程 方面 ， 他 提出 了 方程 求 根 的 一 种 选 代 方 法 ， 被 后 
人 称 为 牛顿 算法 .三 百年 来 ， 人 们 -~ 直 使 用 牛顿 算法 ， 改 若 牛 
顿 算 法 ， 不 断 推广 牛顿 算法 的 应 用 范围 ， 牛 顿 算法 ， 可 以 说 是 
数值 计算 方面 的 最 有 影响 的 计算 方法 . 

数值 计算 的 复杂 性 理论 ， 是 新 兴 的 科学 研究 ， 它 要 站 得 住 
脚 ， 要 显示 力量 ， 自 然 就 希望 在 牛顿 算法 上 做 出 样子 来 ， 美国 
加 利 福 尼 亚 大 学 伯 况 利 校 教授 斯 梅 尔 (S. Smate) 这 桩 做 了 , 并 
且 取 得 很 大 成 功 ， 成 为 数值 计算 复杂 性 理论 的 划时代 的 工作 ， 

这 一 章 ， 就 介绍 斯 梅 尔 的 这 项 研究 . 


$1 多 项 式 求 根 的 牛顿 算法 


牛顿 算法 娆 可 以 对 付 实 变量 ， 也 可 以 对 付 复 变量 ， 从 易 到 
难 ， 我 们 先 从 读者 比较 习惯 的 实 变量 情形 讲 起 . 
数学 式 子 写 下 来 ， 总 难免 使 人 感觉 枯 爆 ， 牛 顿 算法 也 是 这 
样 。 所 以 ， 开 始 时 我 们 强调 从 几何 上 学 习 牛 顿 算法 ， 学 会 按照 
牛 辐 算 法 的 思想 ， 依 靠 画 图 解决 问题 ， 读 埋 将 体会 到 ， 画 图 必 
助 思考 ， 是 学 习 数 学 的 好 方法 . 
在 实 变量 的 情形 , 一 个 函数 "= 乒 zy , 通常 可 以 用 xy 平 
面 上 的 一 条 曲线 来 表示 . 中 学 里 讲 过 图 的 切线 ,现在 我 们 说 说 ， 
曲线 在 一 点 的 切线 是 怎么 回 事 . 
图 3.1 中 的 粗 实 线 ， 
~ ， 表示 函数 > 一 .zx) 的 图 象 
的 一 部 分 . 设 己 是 曲线 上 
的 一 点 .在 曲线 上 到 邻近 
P 的 男 一 点 P，, 作 经 过 P 
和 户 的 割 线 . 当 点 了 ' 沿 着 
曲线 y= 二 f(z) 趋 近 到 PP 
的 时 人 息 ， 割 线 PP 的 极限 
四 位 置 PT， 叫 做 曲线 ?一 
fr) 在 点 P 卫 的 切线 . 
如 果 明 线 是 圆 的 话 ， 这 样 得 到 的 切线 也 和 以 前 所 说 的 圆 的 
切线 一 幸 ， 与 圆 的 半径 短 直 . 
值得 注意 的 是 ， 图 3. 1 中 的 点 *， 嗓 可 取 在 点 了 的 右 邹 ， 
也 可 取 在 点 了 的 左 邻 ， 从 图 象 分 析 可 以 知道 ， 只 要 曲线 在 点 卫 
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附近 是 光 浴 的 ， 曲 线 在 忆 点 就 有 【〈 叭 -的 )》 切 线 ， 如 果 曲 线 在 
P 点 断 开 , 由 线 在 了 点 就 没有 切线 ， 如 果 辣 线 让 请 志 显 训 不 断 
开 , 坦 是 折 起 个 角 , 沸 末 把 疡 取 在 在 阅 时 基线 的 拔 限 和 把关 
取 弃 诺 侧 时 大 线 的 极限 不 - 样 ， 这 时 ， 也 说 埋 线 在 三 专 没有 切 
线 ， 合 旭 ， 心 形 曲线 在 心 僚 那 吕 就 没有 切线 ， 

在 葛 线 的 任 -… 点 附近 ， 这 一 点 处 的 切线 是 最 接近 划 线 的 直 
线 ， 则 线 纪 较 复 杂 ， 计 算 起 来 麻烦 、 切 线 是 直线 ， 计 算 起 来 就 
比较 容器 ， 用 切线 代 普 曲线 进行 计算 ， 就 是 和 牛顿 算法 的 基本 思 
想 ， 我 们 以 此 来 说 明 函 数 或 根 的 牛顿 算法 . 

设 f(x) 是 一 个 函数 . 使 得 函数 秆 等 于 0 的 点 ,通常 和 做 遂 
数 的 零点 . 即 ; 说 是 Cz) 的 零点 , 就 是 指 /<&) =0. 但 是 为 
了 与 本 书 主 要 讨论 的 多 项 式 的 说 法 - 致 ， 我 们 也 说 # 擅 函数 
ftz) 的 根 、 简 译 之 ,在 本 书 中 ， 根 就 是 零点 ， 军 点 就 是 根 . 

请 看 图 3. 2， 扯 实 线 代表 函数 y= f(x) ， 如 果 我 们 已 经 知 
道 曲线 上 的 一 点 (xz;,f (x6))， 郑 来 从 这 点 出 发 党 曲线 走 , 应 该 
可 以 走 到 表示 沙 数 的 根 的 -一 点 (x* , 0), 曲线 是 比较 复杂 的 , 沿 
曲线 走 说 说 容易 ， 做 起 来 就 不 容易 ， 但 是 既然 切线 是 最 贴近 曲 
线 的 直线 , 为 什么 不 试 试 沿 急 线 走 , 有 能 不 能 找到 冰 数 的 根 ? 从 
已 知 点 出 发 沿 切线 走 到 x 轴 上 ， 这 就 是 牛顿 方法 ! 

这 样 , 我 们 从 Gro, fgzay ) 出 发 , 沿 曲线 在 这 点 的 切线 , 走 
到 了 zz 轴 上 的 一 点 Cx， 0)，z; 还 不 是 函数 的 根 , 这 并 不 奇怪 ， 
因为 切线 毕 竞 不 是 曲线 本 身 ， 但 是 从 图 上 可 以 看 出 ， 比 起 原来 
的 zo 来 , xz 离 z" 近 得 多 了 ， 再 从 (xs 了 x1) ) 下 发 ， 沿 曲线 
在 《zw /A(z)) 这 点 的 切线 走 到 加 上 的 Cr，0)， 就 于 二 "二 
近 了 ,如果 你 还 不 满意 ， 那 末 还 可 以 从 (xs, f{zs) ) 出 发 滑 曲 
线 的 切线 走 到 工 轴 上 的 (x; ，0)，, 这 个 x 置 怕 要 用 放大 镜 才 能 
画 在 图 上 ， 这样， xs， zi， zs，… 一 点 点 走 过 去 , 很 快 就 会 到 达 
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函数 的 根 x”. 

读者 可 以 把 mm 放 在 图 上 4 或 召 的 位 置 ， 采 用 牛顿 的 沿 切 
线 走 的 方法 ， 看 看 能 不 能 找到 函数 的 根 。 牛顿 方法 的 要 义 是 河 
切线 走 ， 所 以 又 叫做 切线 法 . 


从 开 到 之 ;的 几何 会 头马 经 清楚 ， 现 在 我 们 转 而 看 看 计算 
式 子 应 当 怎 样 写 ， 几 何 图 形 对 理解 方法 很 有 好 处 ， 具 体 计算 数 
据 却 还 得 靠 计算 公 式 提供 .何况 ,计算 机 大 根本 上 说 是 只 会 做 
代数 运算 的 ， 

看 图 3.2， 从 mm 到 ri， 哪些 东西 是 已 知 的 ? 首 和 对 ,xx 是 知 
道 的 ， 进 而 xo) 也 就 知道 了 ， 三 点 Cxos 0)，(zoy Fro) ) 和 
(zy 0) 确定 一 个 直角 三 角形 , 现在 是 已 知 前 两 点 ， 要 算出 第 三 
点 ， 这 只 要 知 遵 斜 边 的 斜率 就 可 以 令 到 ， 

余 边 就 是 曲线 在 点 tx,， fxn) ) 处 的 切线 ,切线 的 斜率 怎么 
确定 呢 ? 我 们 回 到 图 3. 1. 切线 是 割 线 PP' 的 极限 位 置 , 割 线 的 
斜率 是 差 商 
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My ro 二 Ar fro) 

Ar Ar ， 
即 两 点 函数 值 之 差 和 两 点 自 变 量 之 莽 的 比 ， 所 以 ,切线 的 斜率 
就 是 上 面 这 个 比 式 当 Ar 趋 于 8 时 的 极限 ， 这 个 极限 就 是 微分 
学 里 学 的 函数 f(x) 在 x 一 x 处 的 徽 商 ( 也 称 作 导 数 ) ,并 且 记 
作 疡 (Cro3 所 以 ,曲线 y 一 ACT) 在 点 (x6,A(746)) 处 的 切线 的 斜 
率 , 就 是 前 数 /(z) 在 zx 一 2 处 的 微 商 Cro}. 微 商 就 是 差 商 的 
极 跟 . 

这 样 ， 在 图 3.2 中 ,， 直 前 三 角形 两 某 直 间 边 的 长 分 别 是 zx。 
一 六 和 xz 一 0 一 zxzo), 斜 过 的 斜率 是 (ze 所 以 两 直 囊 这 
的 边 长 关系 是 

fF Ax) ro— T= fn)., 
因为 jx} 是 已 知 的 , 它 让 x=x; 的 值 Fe 和 它 的 微 商 在 一 
zo 姓 的 慎 六 (xo) 都 算 作 巨 知 , 所 以 在 下 过 中 ,只 有 未知, 它 
正 是 要 算 的 东西 ,于 是 我 们 得 到 
一 和 一 站 0 ri)s 
这 就 是 按照 牛顿 方法 从 zo 算 rt 的 公式 
， 各 梓 , 从 1 计算 Te 的 公式 是 
z= f/f ri), 
归纳 起 来 ,可 以 写 出 按照 牛顿 方法 从 一 点 计算 下 一 点 的 公式 
Te Fr A ry ), R=, 
这 就 是 牛顿 算法 的 选 代 会 式 . 

本 书 主要 讨论 多 项 式 求 根 的 计算 复杂 性 问题 . 如 果 你 没有 
学 过 微分 学 ,不 知道 一 般 讽 数 的 微 商 怎么 计算 , 那 玉 我 告诉 你 ， 
多 项 式 的 微 商 却 特别 容易 计算 . 事实 上 ,A(e) 一 ae" 十 ao 2 
十 …-aiz 十 an 的 微 商 函 数 ( 它 也 是 一 个 商 数 1) 就 是 

fz) =na” tt Cn la 1 二 "二 2027 十 Qi 
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其 规律 是 :ak 项 变 成 hasz* …, 即 原来 上 次 桔 的 项 ,系数 乘 上 , 指 
数 减 1. 所 以 最 后 两 项 wz 二 ao 在 求 微 商 之 后 变 成 laiz 一 十 
basz' 一 4 已 知 一 个 函数 求 它 的 微 商 函 数 的 运算 ,叫做 求 微 商 
运算 或 求 导 运 算 . 只 要 正确 掌握 微 高 概 念 ,上 面 介绍 的 多 项 式 求 
时 法 则 , 当 多 项 式 是 熟悉 的 实 变 基 少 项 式 时 ,可 以 用 一 个 式 子 
Corre) 一 lim et) 2 
Ar—0 《人 十 全 有 一 守 
ds (Chr Ar TrOr Ar’ 十 十 人 rt》 


=lim, TT 
=limat Cr’ 1 十 Ce 7 十 十 CQ) 
=Clar’ = ka | 
来 证 明 . 但 是 需要 指出 , 当 多 项 式 是 复 变 量 多 项 式 时 ,上 述 名 项 
式 求 导 运 算法 则 仍然 成 立 . 
例如 , 若 (xz) 二 十 2 十 107 一 20, 那 么 就 得 户 (rz 一 3 
十 47 十 10; 若 f(z) 一 z1 十 #2: 十 1; 就 得 广 (z) 一 412* 十 3 
至 此 ,读者 已 经 会 用 牛顿 算法 为 多 项 式 求 根 . ， 
例 1 从 z=1 开始 ,用 牛顿 算法 求实 变量 多 项 式 rzr) 一 
x 十 2z: 十 10x 一 20 的 根 . 
这 时 ,迭代 公式 是 
TT Cri rE 二 110x120)/ (3ri1 tdr-l 
+10)， 
容易 算出 
xzI=1.411764706, 
2 一 1.369336471， 
工 一 .368808189， 
Zi 一 1. 368808108， 
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收 钱 得 很 快 . 
例 ? 从 zo=cos 三 十 isin 厅 开 始 , 用 牛顿 算法 求 复 变量 多 
项 式 六 zx) 一 z+ 十 zx’ 十 1 的 根 . 
这 时 ,过 代 公 式 是 
Zi=2 1 eit 32: 1). 
这 种 计算 本 该 交 给 机 器 去 做 的 ,而 且 复 数 运算 又 比 实数 麻烦 ,所 
以 我 们 为 了 演示 的 目的 ,限于 利用 多 项 式 本 身 的 特点 , 送 代 一 次 
试 试 ， 
因为 ze 一 cos +isin 机 ,所 以 2 二 一 1, 利用 这 个 特点 ,我 
们 有 
之 | 二 zo 一 {zt 十 2 十 1 (dl1z4 十 322) 
=—z0— wif (dlz" + 32:) 
=—z0— Zh/ (A412 十 3z3) 
=z0—24/(323. -41), 
再 按照 zr/41 即 4. 390° ,可 以 得 到 
z=], 0219 十 0. 08487i- 
我 们 在 上 一 章 已 经 求 过 这 个 多 项 式 的 全 部 41 个 根 , 其 中 一 
个 是 £ 二 1.0143046 十 0. 0809230t， 现 在 只 和 迭代 一 次 ，> 就 和 这 
个 十 分 接近 ， 说 明 收 钱 很 快 . 


$2 牛顿 方法 什么 时 候 听 话 


牛顿 算法 有 一 些 很 明显 的 优点 ， 首先， 牛顿 算法 的 叙述 比 
较 简单 ， 一 个 过 代 公 式 就 把 算法 基本 上 说 清楚 了 ， 只 要 休会 做 
微分 运算 一 一 这 对 于 多 项 式 是 十 分 容易 的 ， 牛 顿 算法 也 就 像 第 
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- - 章 讲 的 不 动 点 选 代 算 法 - 样 , 是 “种 … 学 就 会 的 算法 . 另外 ， 
数学 家 已 经 证 明 , 如 果 你 把 寺 代 出 发 点 * 选 得 离 多 项 式 或 函数 
的 根 二 很 近 , 并 且 这 个 恨 是 单 根 的 话 . 那 末 牛 顿 迭 代 一 定 会 收 笋 
到 #， 放 县 一 定 收敛 得 很 快 . 在 这 种 情形 下 , 牛 轰 算 法 的 收敛 速 
度 ， 比 库 思 算 法 快 得 多 . 

牛顿 算法 与 库 四 算法 还 有 -- 点 不 同 ， 就 是 一 次 只 能 算 一 个 
根 . 从 理论 上 讲 , 这 不 是 致命 的 瑞 点 , 因为 算出 客 项 款 f(z) 的 
一 个 根 $ 以 后 , 用 (< 一 人 除 原来 的 多 项 式 , 得 到 一 个 阶 数 降 ! 
的 和 多项式， 再 用 牛顿 算法 求 这 个 新 的 多 项 式 的 根 ，…， 这 样 一 
次 一 次 降 阶 ， 该 可 以 把 原 多 项 式 的 全 部 根 算 出 来 . 

但 是 理论 情形 与 实际 计算 之 间 难 免 会 有 差距 、 理 论 推导 中 
的 才 是 多 项 式 的 准确 根 , 但 是 机 器 算出 来 的 ,一 - 般 只 是 准确 根 的 
近似 值 ， 所 以 在 实际 计算 时 ，(z 一 条 这 个 因 式 也 只 是 一 个 近似 
冉 式 .一 次 一 次 形 近 似 因 式 除 多 项 式 ， 就 会 造成 误差 积累 ， 即 
误差 越 来 越 大 ， 这 就 使 采用 牛顿 算法 求 高 阶 多 项 式 全 部 根 的 计 
算 ， 有 时 候 会 变 得 不 可 靠 ， 相 反 ， 库 因 算 法 是 用 ”条 求 根 曲线 
去 搜 提 多 项 式 的 全 部 个 根 ,n 条 曲线 可 以 齐头并进 , 相互 之 间 
第 不 干扰 ， 不 会 造成 误 羡 积累 .顺便 指出 ， 库 恩 算 法 这 种 = 条 
求 根 曲 识 可 以 互 不 干扰 地 齐头并进 的 特 福 ， 使 它 很 自然 地 可 以 
实施 为 并 行 计算 ， 并 行 计 算是 大 大 提高 机 器 解 题 能 力 的 新 的 计 
算 方 式 ， 未 来 的 第 五 代 计算 机 ， 就 十 分 重视 并 行 计算 的 功能 、 

牛顿 算法 要 计算 浮 数 值 和 函数 的 微 商 的 值 ， 而 库 曙 算法 完 
全 不 必 计 算 微 商 ， 这 也 是 二 者 的 不 同 之 处 所 以 ， 两 种 算法 是 
各 有 所 长 . 

牛顿 算法 最 叫 人 头痛 之 处 , 就 是 有 时 候 很 不 昕 话 . 的 确 , 牛 
顿 算 法 像 第 一 章 讲 的 不 动 点 迷 代 方法 -- 样 ， 很 容易 学 ， 伺 是 计 
算是 否 成 功 ， 却 是 没有 保证 的 。 容 易学 但 并 不 保证 成 功 ， 这 就 
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令 人 感觉 头痛 . 反观 第 二 章 讲 的 库 妃 算 头 ， 虽 然 有 时 算得 慢 -- 
些 ， 却 是 保险 成 功 的 算法 . 


请 看 图 3, 3 的 阳线 所 代表 的 一 个 多 项 式 ，z* 是 它 的 一 个 
根 . 如 果 从 二 附近 开始 进行 牛顿 迭代 , 的 确 很 快 收 伍 到 xz. 但 
是 如 果 从 离 =* 较 远 的 她 方 开始 进行 牛顿 选 代 , 计算 或 者 如 上 被 
商 等 于 0 就 做 不 下 去 ， 或 者 播 过 来 晃 过 去 和 你 所 过 藏 就 是 不 收 
效 . 请 读者 把 图 3. 3. 描 下 来 , 实 实在 在 用 几何 作 图 的 牛顿 方法 ， 
多 做 几 种 迭代 试 试 . 

。 第 一 章 开头 介绍 不 动 点 迄 代 方法 ， 只 是 作为 引子 ， 我 们 并 
不 准备 深入 讨论 那 种 方法 ， 伺 是 回忆 图 1.2 前 后 的 文字 ， 仍 然 
可 以 从 中 得 到 启发 ， 那 里 ， 我 们 曾经 以 选 代 结局 为 标准 来 瓜分 
数 输 ， 把 数 轴 分 成 大 小 不 等 的 “地 盘 ”， 对 于 牛顿 算法 , 数学 家 
已 经 证明 只 要 迭代 出 发 点 z 充分 掌 近 多 项 式 的 某 个 单 根 , 计算 
就 会 收 伍 到 这 个 根 ， 并 且 收 生 很 快 . 这 么 说 来 ， 在 多 项 式 的 每 
个 单 根 附近 , 有 一 个 快速 收 仇 区 这 禅 的“ 地盘”,， 如果 牛 改选 代 
的 出 发 点 选 在 这 个 快速 收敛 区 里 ， 计 算 就 会 很 快 收 熏 到 这 个 单 
根 引 去 在 实 变量 的 情形 ， 单 根 的 快速 政令 区 是 包含 这 个 单 根 
的 某 个 开 区 间 (参看 图 3. 3)， 在 复 变量 的 情形 ， 单 根 的 快速 收 
敛 区 是 包含 这 个 单 根 的 某 片 开 区 域 (参看 后 面 的 图 3. 4). 

既 热 牛顿 算法 是 如 此 素 放 不 红 的 方法 ， 我 们 有 必要 先 把 它 
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的 快速 收敛 区 研究 -- 外 ,因为 快速 收 合 光正 是 使 牛顿 算法 听话 
的 地 盘 研究 快速 收 钱 区 有 车 于 不 同 的 途径 ， 下 面 我 们 只 介绍 
斯 梅 尔 的 做 法 ， 

从 对 牛顿 算法 的 初步 了 解 我 们 也 已 知道 ， 要 使 牛顿 算法 成 
功 ， 重 要 的 是 找到 一 个 足够 好 的 选 代 出 发 点 zo。。 迹 代 出 发 点 也 
叫做 迁 代 的 初 值 ， 什 么 叫做 足够 好 的 初 值 呢 ? 斯 梅 尔 提 出 了 良 
好 初 慎 的 概念 .如果 ze 使 得 牛顿 适 代 

Chil Fz) (rs 1) 
对 一 切 点 一 1,2,3,*… 都 有 音 交 , 秋 代 序列 zxoyziyzsr 收 分 到 
f(z) 的 一 个 零点 ,并 且 对 所 有 此 二 1,2,3,… 都 成 立 
[frrrid df Cz) | 42, 

就 称 zo 是 A(z) 的 一 个 良好 初 值 , 用 普通 语言 写 下 来 , 良好 初 值 
的 意思 就 是 : 从 这 点 开始 的 牛顿 送 代 可 以 一 直 和 做 下 去 ， 收 敛 到 
函数 的 一 个 根 ， 并 且 每 次 先 代 都 使 荔 数 值 的 绝对 值 误 减 一 半 以 
上 . 我 们 知道 ， 当 函数 什 的 绝对 值 衰减 到 零 时 ， 准 确 根 就 找到 
了 ， 所 以 ， 当 玫 牛 顿 算法 为 函数 求 根 于， 一 旦 找到 一 个 良好 初 
值 ， 往 后 就 是 一 马 平 川 ， 坐 等 成 支 的 事 ， 

有 了 明确 的 概念 , 接 下 去 就 要 确立 到 达 良 好 初 值 的 条 伯 ,并 
设计 寻找 良好 初 值 的 方法 . 

拿 多 项 式 来 说 ,使 得 多 项 式 />) 的 微 商 函数 户 (z) 的 值 为 
零 的 点 , 称 作风 项 式 f(z) 的 临界 点 ,这 点 的 多 项 式 值 , 称 作 多 项 
式 的 临界 值 , 读者 已 经 知道 > 险 多 项 式 (x) 的 微 商 函数 广 (x) 
是 2 一 1 阶 密 项 式 , 有 = 一 1 个 根 . 由 此 可 见 ,n 阶 多 项 式 有 一 1 
个 临界 点 (可 以 相 重 ), 把 x 阶 多 项 式 f(z) 的 所 有 一 1 个 临界 
值 ( 亦 可 相 重 ) 芍 绝对 导 按 大 小 排列 起 来 ,到 最 小 的 一 个 , 记 作 忆 
= 一 P 万 ,我 们 叫做 多 项 式 f(z) 的 表征 值 . 

经 过 深入 的 研究 ， 运 用 单 复 变 函 数论 中 与 单 叶 渗 数 理论 有 
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关 的 结果 ， 斯 梅 尔 证 明了 焉 面 的 定理 : 

定理 1 如 果 一 点 xs 的 多 项 式 值 的 绝对 值 小 于 多 项 式 的 表 

征 值 的 十 三 分 之 一 ， 即 如 果 
fr) | pty, 
zo 就 是 用 牛顿 算法 求 多 项 式 f(z) 的 根 的 一 个 良好 初 值 ， 

这 个 定理 的 证 明 比 较 复 杂 , 难以 在 本 书 介绍 . 单 复 变 下 数 ， 
就 是 一 个 复 变量 的 函数 .“ 单 叶 函 数理 论 ” 则 是 单 复 变 函 数论 方 
页 的 一 项 专门 研究 ， 读 者 也 许 知 道 单位 圆 内 单 叶 函 数 gx) 一 = 
十 as 十 cas 十 … 的 系数 一 定 满足 ja | 让 二 2，3，…… 的 比 者 
巴赫 〈Bieberbach》 狂想， 这 个 猜想 在 1985 年 被 德 布 兰 吉 斯 
(De Branges) 证 实 . 这 些 都 属于 单 叶 函数 理论 的 核心 ， 围绕 比 
勃 巴 赫 猜 想 ， 有 过 一 些 很 有 趣 的 科学 故事 当 德 布 兰 吉 斯 实 布 
他 证 明成 功 时 , 没有 人 相信 他 会 取得 这 么 伟大 的 成 果 . 要 知道 
半 个 多 批 纪 以 来 许多 数学 家 都 在 蜡 比 气 巴 赫 猜 想 ， 那 真是 蚂蚁 
哨 骨 头 的 工作 ， 不 但 是 一 个 系数 一 个 系数 来 研究 ， 而 且 假 如 对 
于 系数 的 估计 从 出 如 说 1. 08n 改进 到 1. 07x， 也 值得 写 一 篇 太 
论文 现在， 德 布 兰 吉 斯 这 样 一 位 曾经 因为 发 表 有 错误 的 论文 
而 被 人 由 不 大 起 的 人 居然 -下 子 彻 底 证 明了 比 勃 巴赫 猪 想 ， 难 
怪 扫 来 一 阵 怀 疑 . 幸亏 美国 学 界 有 学 术 休假 和 学 术 访 侣 的 制度 ， 
这 位 法 裔 美国 数学 家 在 美国 被 人 冷落 ,就 到 列宁 格 勒 寻找 知音 . 
苏联 煞 学 家 们 耐心 地 和 他 进行 了 多 次 讨论 ， 终 于 弄 清 了 他 的 思 
路 ， 看 懂 了 他 的 证 明 . 消息 反 针 到 美国 ， 德 布 兰 声 斯 才 声 名 大 
号. 

定理 1 给 出 了 良好 初 值 的 一 个 充分 条 件 ,符合 这 个 条 件 ,就 
一 定 是 良好 初 伪 . 这 个 条 件 要 能 够 起 作用 , 前 提 是 2 六 >0. 按 
照 表 征 值 的 定义 ，e (J) >0 正好 是 多 项 式 没 有 重 根 的 特征 . 所 
以 ， 冠 理 1 只 能 用 于 没有 重 根 的 客 项 式 . 
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设 f(z) 是 一 个 没有 重 根 的 阶 多 项 式 , 那 来 从 复数 z 平面 
到 复数 也 平面 的 变换 w=/(xz) ,在 每 个 根 附 近 差 不 多 就 是 一 个 
线性 变 黎 . 事实 上 , 仍 记 ,… ,5 为 (2z) 的 4 个 根 ,在 5&1 附近 我 
们 就 有 

(一 [(z 一 外) (ez 一 各) 门 (z 一 名 ) 
az LE C—O 6), 

最 后 的 方 括号 只 含 一 非 零 复 常数 . 这 样 .根据 中 学 的 复数 知识 就 
知道 ,变换 ww 二 f(z) 把 复数 < 平面 附近 的 一 小 片 , 变 成 复数 
思平 面 原 点 附近 的 一 小 片 , 几 乎 只 做 了 伸缩 各 旋转 . 在 其 它 单 根 
5 附近 ,也 是 这 样 . 

定理 得 到 的 充分 条 件 是 |/ (zo) | 过 pt 让 /13. 在 ww 平 面 上 ， 
[|w| 之 pC 让/13 确定 以 原点 为 中 心 .o( 六 713 为 半径 的 开 圆 域 . 
在 = 平面 上 ,|7(z71<po( 方 /13 确定 的 ,就 是 这 个 圆 域 在 变换 mw 
一 了 (zx) 下 的 原 像 . 既然 该 变换 在 单 根 确 近 是 近似 线性 的 ,就 知 
道 条 件 | f(z) |<p( 放 /113 确定 的 ,是 = 平面 上 以 六 = 的 二 个 根 
为 “中心” 的 #5 个 近似 小 加 域 ， 由 此 可 见 ， 定 理 1 的 充分 条 件 
是 在 z 平面 上 确定 以 多 项 式 的 根 为 中 心 的 个 近似 图 形 的 快速 
收 仇 区 ， 一 且 进 入 了 这 些 快速 收 伍 多， 牛顿 算法 的 收 急 速度 将 


会 很 快 . 
OD 
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在 定理 1 中 ,斯 梅 尔 自己 用 的 名 称 是 巡 近 零点 (approximate 
zeroes) ,我 们 在 上 面 的 介绍 中 ,为 了 使 本 书 的 读者 看 起 来 道 俗 
一 些 , 改称 为 良好 初 秆 . 这 点 需要 提供 给 查阅 文献 的 读者 注意 . 


$3 概率 论 定 牛 顿 算法 是 多 项 式 时 间 算 法 


蘑 手 爱 列 功 ,可 以 说 明 人 们 为 什么 对 千 师 算法 那么 钟 受 . 要 
想 * 烈 马 ” 跑 得 好 跑 得 快 , 最 要 紧 的 是 为 它 找 一 个 好 的 起 跑 点 ， 
现在 ， 我 们 考虑 如 何 具体 把 良好 初 值 找到 的 问题 ， 

设想 把 廉 来 咎 顿 送 代 的 步 长 适当 争 小 ， 变 得 精细 一 些 ， 可 
望 有 所 帮助 ， 斯 社 尔 在 原 玉 的 千 顿 迁 代 公式 中 引进 一 个 步 长 参 
数 关 ， 辫 符合 0<Rs1， 从 复数 = 平面 的 -一 点 (0) 开始 ， 归 纳 
地 定义 

zh) =e kh fotk— Df (ztR—I)), 一 1 2 

和 原来 的 迁 伐 公式 比较 ,除了 = 写成 zx(t) 以 外 ,就 是 作为 选 伐 
修正 项 的 第 二 项 前 面 ,多 了 一 个 常 实数 因 子 扩 .我 们 把 上 述 选 代 
叫 散 参数 丫 畅 选 代 , 而 把 产 叫 做 适 代 的 步 长 参数 . 很 明显 , 当 步 
长 参数 一 1 时 ,参数 牛 畅 选 代 就 是 诛 来 的 牛顿 送 代 . 我 们 希望 ， 
适当 选取 步 其 参数 六, 经 过 从 初始 点 *0) 开 始 的 若干 步 参数 午 
顿 迷 已 ,可 以 达到 多 项 式 的 一 个 良好 初 值 ( 参 看 图 3. 5). 

这 么 一 案 ,z(0) 叉 是 一 种 初 值 . zx(0) 选 得 好 ,可 以 较 快 达到 
一 个 良好 初 信 , 即 较 快 进入 快速 收敛 区 . z(0) 选 得 不 好 的 话 , 说 
不 定 一 直 不 能 进入 快速 收 化 区 . z(0} 的 选择 ,是 因 多 项 式 而 定 
的 . 对 于 这 个 多 项 式 是 很 好 的 z(0), 对 于 另 一 个 多 项 式 则 可 能 
不 好 . 所 以 ,初始 点 zt0) 的 好 坏 , 取 类 于 它 和 具体 多 项 式 的 关 
系 . 

9 Ed" 


怎样 刻 划 初始 点 z(0) 与 多 项 式 的 美 系 的 好 坏 呢 ? 斯 梅 尔 引 
进 参数 .% ,在 个 别 次 要 的 技术 性 限制 之 下 ,定义 -党 为 各 个 临 
界 值 与 初始 点 老 项 式 值 之 出 的 辐 角 的 绝对 值 的 最 小 考 . 由 于 这 
个 YE 是 同时 依赖 于 多 项 式 产 z) 和 初始 点 =(0)? 的 ,我 们 可 以 写 
7 一 .WACfF,z(0)). 如果 pt 让 和 .4,2z40)) 都 大 十 0, 初始 点 
之 (0) 对 于 多 项 式 f(z) 来 说 就 算 不 销 , 审 实 上 ,斯 梅 尔 在 引进 义 
一 个 参数 Ff 一 ECf,z00)) 二 131fCz00))|/p( 站 之 后 ,证 明了 下 述 
定理 : 

定理 2 若 多 项 式 f(z} 各 初始 点 z(0) 的 关系 符合 pC 让 之 0 
和 和 YTCF,z00))>0 的 条 件 , 则 取 

二 Sin (CX /2) 
4(3sin( oF /2) 十 iog 7) 
就 可 保证 从 =(0? 开 始 的 以 天 为 步 长 参数 的 参数 牛顿 选 代 都 有 
意义 ,并 且 顶 多 购 过 
s=4(3+logt /sint 2 /2)) 
步 参数 牛顿 过 代 ， 就 一 定 可 以 到 达 多 项 忒 /tz) 的 一 个 良好 初 
值 . 

这 个 定理 的 证 明 也 比较 复杂 ， 难 以 在 本 书 叙 述 ， 不 过 可 以 
指出 , 在 定理 1 的 基础 上 证 明定 理 2, 并 不 像 定 理 1 那样 需要 用 
到 单 叶 函数 理论 那样 容 刻 的 理论 ， 市 是 有 相当 篇 幅 的 关于 复数 
的 模 和 辐 角 的 关系 的 细致 推导 ， 如 果 说 定理 1 的 证 明 体 现 一 个 
难 字 ， 那 么 定理 2 的 证 明 则 突出 一 -个 繁 字 ， 从 文献 上 跟着 斯 梅 
尔 艳 转 有 损 走 过 长 长 的 路 看 懂 这 个 证 明 并 不 容易 ，、 更 可 想像 当 
年 研究 出 这 个 定理 时 的 政 难 . 科学 研究 不 仅 要 求 广 博 的 知识 ,而 
且 需 要 艰苦 的 努力 . 

但 是 ， 广 博 的 知识 加 艰苦 的 努力 并 不 等 于 成 功 ， 只 有 在 创 
造 性 思维 的 驾驭 之 下 ， 广 博 的 知识 才 会 有 用 武之 地 ,艰苦 的 努 

站 #5 时 


力 才 能 结晶 出 丰硕 的 果实 . 最 后 得 到 的 定理 3, 充分 体现 了 斯 梅 
尔 的 创造 思维 ， 

而 对 一 个 业已 确定 的 多 项 式 ， 可 以 讨论 某 个 初始 点 选 得 好 
还 是 不 好 ， 这 就 是 前 面 介 绍 的 内 容 ， 按 照 这 样 的 思路 ， 本 可 以 
这 样 米 讨论 牛 幅 算 法 的 计算 复杂 性 ， 首 先 ， 对 任 一 确定 的 多 项 
式 , 判 别 z 平面 上 哪些 点 可 以 作为 好 的 初始 点 ,计算 好 的 初始 点 
的 集合 与 全 平面 的 面积 比如 果 这 样 做 .“ 面 积 比 ”当然 要 做 一 
些 限 制 ) ; 第 二 步 , 把 对 所 有 铬 项 式 得 到 的 面积 比 进行 适当 的 平 
均 ， 这 样 得 到 的 平均 值 ， 就 是 参数 牛顿 迁 代 成 功 的 概率 . 

上 述 想 法 ， 可 以 说 是 解决 问题 的 一 个 方案 ,但 是 ， 这 个 方 
案 行 得 通行 不 通 , 它 会 引导 我 们 达到 什么 目标 , 值得 思考 一 各 
首先 乔 方 案 的 可 行 性 ， 先 给 定 多 项 式 来 判别 每 个 点 是 不 是 好 的 
初始 点 ， 点 这 头 是 无 限 的 ， 再 对 所 有 多 项 式 做 平均 ， 多 项 式 这 
头 是 无 限 的 .两头 都 无 限 ， 恺 怕 很 礁 把 气 ， 再 想 远 一 点 ， 即 使 
千 窜 万 苦 居 下 去 ， 并且 成 功 了 ， 也 只 是 平均 来 说 参数 牛顿 进 代 
成 功 的 概率 是 多 少 这 样 一 个 结论 ， 不 解决 多 项 式 求 根 需 要 做 多 
少 次 壕 代 这 样 的 计算 复杂 性 问题 . 

搞 科 学 研究 ， 不 仅 要 埋头 拉 车 .尤其 须 抬 头 看 路 ， 正 确 的 
决断 ， 往 往 是 成 功 的 一 半 ， 原 来 的 思路 行 不 通 ， 就 应 该 换 一 个 
角度 看 看 ， 前 面 已 说 清楚 ， 面 对 一 个 已 确定 的 多 项 式 ， 可 以 讨 
论 某 个 初始 点 选 得 好 还 是 不 好 ;， 反 过 来 ， 面 对 一 个 已 确定 的 初 
始点 ， 可 以 讨论 某 个 多 项 式 《〈 与 这 个 给 定 的 初始 点 匹配 得 》 好 
还 是 不 好 . 斯 梅 尔 取 定 z(0) 一 0, 即 以 不 蛮 庶 万 变 , 总 是 取 原 点 
为 参数 牛顿 迭代 的 初始 点 ， 讨 论 每 个 多 项 式 与 这 个 固定 的 初始 
点 匹配 得 好 不 好 ， 前 一 章 讲 过 ， 我 们 只 要 讨论 首 一 多 项 式 

和 一 四 十 Qi 十 十 Ci 十 Go 
就 够 了 ， 一 个 上 述 形式 的 首 -多 项 式 ,被 个 复数 wy，aw ，…， 
<。 856 。 


a 完全 确定 , 反 过 来 也 一 样 . 所 以 我 们 可 以 把 由 所 有 阶 首 一 
多 项 式 组 成 的 室 间 (读者 认 暂 可 理解 为 集合 ), 与 复 = 维 空间 等 
同 春 待 , 称 为 n 阶 复 系数 多 项 式 空间 . 例如 , 复 3 维 空间 中 的 点 

(5—7,.1iy -3 二 27, x -0.127) 
可 以 代表 3 阶 复 系数 多 项 式 

2 十 (5 一 7. 1iz? 十 (一 3 十 、22)z 十 {x 一 0. 127)， 
而 3 阶 复 系数 多 项 式 

wz 十 (- 0.2—3,4i)z: (6,2—19902)z+ (vy? 二 v57) 

也 可 以 用 复 3 维 空间 中 的 点 

(一 0.2 一 3. 和， 6.2—1990r， v7? 二 v5i) 
来 表示 , 在 这 样 处 理 认 后 ,利用 伐 数 几 何 和 积分 开 何 的 知识 ,斯 
梅 尔 试图 给 对 于 =(0) 二 0 这 个 固定 的 初始 点 来 说 是 坏 的 和 较 坏 
的 多 项 式 在 整个 多 项 式 空间 中 所 占 的 体积 作 一 个 估计 ， 

高 维 空间 的 体积 是 怎么 回 事 ? 实数 轴 是 实 1 维 空间 ， 我 们 
熟悉 实数 轴 土 的 长 摩 福 念 ; 实数 zx-y 平面 是 实 2 维 空间 ， 我 们 
熟悉 平面 上 的 面积 概念 ;实数 x-y-z 空间 是 实 3 维 空间 ,我 们 熟 
悉 空 间 中 的 体积 概念 ， 从 1 维 2 维 3 维 推广 到 实 维 空间 ， 就 
建立 了 实 维 体积 的 概念 ， 由 于 一 个 复数 “等 于 ”两 个 实数 , 妈 
z 二 z 十 iy 这 样 一 个 复数 可 视 同 汐 (z+ ，y) 这 样 一 对 实数 ， 所 以 
复 坟 维 空间 可 视 同 为 实 2 维 空间 . 

整个 空间 的 体积 是 无 窃 的 ,无 穷 其 之 间 的 比 把 握 起 来 不 易 ， 
但 在 4 阶 复 系数 多 项 式 空间 宛 中 ,由 la 1<r， as:1<r 
1a | 过 r， ao 过 7 所 确定 的 复 4 维 赣 柱 了 P(r) 的 体积 则 是 (rr 
这 样 一 个 有 限 数 ， 容 易 把 握 得 多 ， 这 个 复 n 维 贺 柱 就 是 所 有 系 
数 的 绝对 值 都 小 于 7 的 n 阶 复 系数 首 一 多 项 式 的 集合 . 

对 于 阔 定 的 参数 牛 辐 送 代 的 初始 点 z(0) 二 0, 拒 与 这 个 初 
始点 区 配 得 非常 不 好 《根本 不 收敛 ) 和 匹配 得 比较 不 好 (收敛 得 
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太 慢 } 的 多 项 式 从 这 个 复 = 维 较 杜 中 蚀 去 . 比较 不 好 的 客 项 式 控 
去 越 光 , 娃 下 的 多 项 式 与 初始 点 *(0) 三 0 匹配 得 就 越 好 ,也 就 
是 说 ,从 *(0o) 一 0 开始 的 参数 的 后 顿 先 代 可 以 很 快 地 进入 这 种 
多 项 式 的 快速 收 敏 区 , 即 很 快 找到 原型 牛顿 选 代 的 良好 初 值 . 

车 挖 去 部 分 的 体积 与 复 " 维 阅 性 P (x) 的 体积 之 比 为 ,0 
<p<.T， 那 么 如 果 对 剩 下 来 的 所 有 多 项 式 得 到 一 个 一 致 的 结论 
-er ， 我 们 也 可 以 说 结论 .oz 对 任 - -xn 阶 复 系 数 多 项 式 成 立 的 慨 
率 至 少 是 1 一 设想 从 全 班 50 个 学 生 中 挑选 了 4 个 人 ,并 发 现 
剩 下 的 46 个 同学 的 英文 考试 成 缚 都 在 70 分 以 上 ， 当 然 可 以 说 
该 班 任 一 同学 “英文 考试 成 绩 在 70 分 以 上 ”这 一 结论 成 立 的 概 
率 鞋 少 是 1 一 4/50 一 92 多 .所 以 ， 上 上 上述 “结论 .好 成 立 的 概率 至 
少 是 1 一 pj” 的 说 法 ， 自 然 并 且 合 理 ， 

正 是 这 样 的 思路 ， 引 导 斯 梅 尔 得 到 他 的 下 述 主要 和 定理， 

定理 3 给 定 二 和 0<p<1. 取 换 算 参 数 ec 一 CA1507 /en 
十 2 , 册 对 复 n 维 圆柱 (7) 中 的 多 项 式 zz) ,以 下 事实 成 立 的 
概率 玛 少 是 1 yx: 只 要 适当 选取 步 长 参数 ,就 可 以 保证 从 人 0) 


一 0 开始 的 参数 牛顿 选 代 在 
,一 4| 3+ 850) 


步 之 内 达到 f(z) 的 一 个 良好 初 值 . 

定理 授意 义 在 于 ,对 于 在 前 面 提出 的 统一 从 z(0)=0 出 发 
仅 党 调节 步 长 参数 户 来 利用 参数 牛顿 选 代 找 良好 初 值 的 方案 ， 
证 实 这 个 方案 在 s 步 内 成 功 的 概率 至 少 是 1 一 凡 

前 已 说 明 ， 这 个 定理 的 证 明 要 用 到 代数 几何 和 积分 几何 的 
知识 ， 不 能 在 本 书 细 述 ， 但 我 们 应 当 捉 摸 一 下 定理 的 文字 ， 既 
然 1 一 是 结论 成 立 的 概率 , 那么 /就 是 允许 结论 失败 的 概率 
迁 代 步 数 * 的 表达 式 说 明 ; yx 越 小 , o 就 越 小 〔〈 远 远 小 于 1)，, 而 
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s 也 就 戌 大 , 这 是 很 自然 的 : 你 要 我 得 出 “个 至 少 对 40 多 多 项 式 
成 立 的 结论 ， 我 算出 要 选 代 1000 次 :你 要 我 得 到 :个 至 少 对 
70 锡 多 项 式 成 立 的 结论 ， 我 算出 要 迁 代 10000 次 ， 反 过 来 就 是 
说 ,1000 次 迭代 就 找到 良好 初 值 的 要 求 较 高 , 我 只 能 保证 40 名 
的 多 项 式 能 够 成 立 :， 10000 次 人 迷 代 才 找到 民 好 初 值 的 要 求 就 出 
较 低 ， 我 可 以 保证 70 色 的 多 项 式 能 够 成 功 . 


参数 牛 巅 迁 代 
Zi0}=0 


省 速 装 就 及 


艾 3.5 
定理 中 所 需 选 代步 数 ;的 表达 式 比 较 复杂 ， 须 完 由 入 n 
得 到 o, 再 由 > 和 和 go 算出 s; 而 且 其 中 有 对 数 关 系 . 对 于 7 一 1 的 
情形 作 而 心 的 换算 , 可 以 得 出 s 所 (]00 tn 十 2))/y' 的 不 等 式 . 
原来 定理 中 用 等 号 ， 保 证 在 多 少 步 内 刘 达 良 好 初 值 ， 这 个 步 数 
当 热 是 上 限 ， 所 以 当时 就 可 以 改 用 “和 ”不 等 导 ， 现 在 在 换算 
中 做 了 放大 ， 用 “所 ”更 自然 . 因此 , 上述 r 一 1 的 换算 ， 可 以 
氢 述 为 下 面 的 推论 : 
- -推论 ”给 定 自然 数 » 和 实数 0 过 jl， 对 于 系数 4 1 …'， 
a as 的 绝对 值 都 不 超过 1 的 = 阶 首 一 多 项 式 
Kg) =z a el 二 十 dz 十 os 
只 要 步 长 参数 选取 适当 , 从 = (0) 一 0 这 个 统一 的 初始 点 开始 的 
参数 牛 畅 愉 代 ， 可 以 在 *= (100(a 二 2/ 步 内 进入 党 项 式 的 
快速 收 伊 区 的 概率 ,至 少 是 1 一 p. 
不论 是 原型 的 牛 频 迷 代 还 是 参数 牛顿 欠 代 ,每 做 一 次 迁 代 
量 个 中 = 


都 要 计算 一 次 Ps 的 值 和 一 次 (x) 的 值 ,其 中 (xz) 是 比 
f(z) 低 一 阶 的 多 项 式 . 第 而 统 之 ,我 们 证 以 说 一 次 牛顿 迭代 相 
当 于 两 次 多 项 式 计 值 . 因此, 如果 你 认为 有 必要 ,可 以 将 定理 3 
和 推论 中 的 迭代 未 数 * 乘 2, 变 成 多 项 式 计 值 次 数 . 现在 .Ci100(n 
十 2))727 或 它 的 2 倍数 的 分 子 部 分 似 已 告诉 我 们 ,用 参数 牛顿 
迭代 找 良 好 初始 所 需要 的 选 代步 数 或 多 项 式 计 值 次 数 ， 是 多 项 
式 阶 数 的 多 项 式 增长 晃 数 .从 分 了 的 表达 式 看 ， 这 个 数 算出 
来 一 般 都 很 大 ,而 找到 良好 初 值 以 后 再 用 原型 的 牛顿 算法 计算 ， 
就 很 快 政 傅 到 多 项 武 的 根 (参看 图 3. 5)， 后面 快 速 收 笋 的 工作 
量 与 前 面 艰苦 搜索 良好 初 值 的 工作 量 相 比 ， 是 微不足道 的 .由 
于 这 个 道理 ， 我 们 可 以 把 定理 3 或 推论 中 的 式 子 ， 看 作 是 求 根 
所 医 要 的 多 项 式 计 值 总 次 数 ( 你 可 以 乘 2, 不 再 歼 述 )， 不 再 只 
看 作 是 寻求 良好 初始 的 工作 量 . 按照 这 样 的 理解 ，(100 (n 十 
2)297 的 分 子 部 分 着 实在 暗示 ， 和 牛顿 算法 是 多 项 式 时 间 算 法 . 

对 比 头 一 章 讲 的 多 项 式 时 间 算 法 的 概念 ， 现 在 的 结果 多 了 
分 母 pi, 这 个 产 的 出 现 , 是 数值 计算 复杂 性 理论 的 ~- 个 里 程 碑 . 


$ 4 从 最 坏 情 形 分 析 到 概率 情形 分 析 


本 来 ， 在 数值 计算 的 复杂 性 讨论 的 初期 ， 只 有 当 讨 算 保 证 
是 收 误 的 时 候 ， 才 能 讨论 一 种 算法 的 计算 复杂 性 ， 特 别 是 弄 清 
楚 它 是 多 项 式 时 间 算 法 还 是 指数 时 间 算 法 ， 现 在 ， 对 于 计算 有 
于 根本 不 收 敏 的 牛顿 算法 ,斯 梅 尔 却 要 讨论 它 的 计算 复杂 性 ,这 
是 一 琅 巨 大 的 挑战 ， 它 给 计算 复杂 性 理论 带 来 一 场 深刻 的 富有 
成 果 的 革命 . 

这 一 变革 的 标志 ， 就 是 4 项 的 引入 ， 
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传统 土 ， 数 学 总 是 关注 最 坏 情 形 ， 一 个 命题 是 否 成 立 ， 就 
要 看 它 是 否 对 一 切 情 形 都 成 立 ， 如 果 所 有 情形 可 以 按照 是 和 否 有 
利于 得 出 命题 的 结论 而 区 分 出 好 坏 及 好 坏 的 程度 ， 那么 只 有 当 
在 最 坏 的 情形 时 结论 也 成 立 ， 才 能 肯定 命题 为 真 ; 相反 只 要 在 
最 坏 的 情形 时 结论 不 能 成 立 ， 就 能 论 定 命 顾 不 真 ， 这 就 是 数学 
上 所 讲 的 普遍 性 〈generality) 的 含义 . 

近年 来 , 数学 开始 关注 “几乎 肯定 要 发 生 ” 的 事情 .“ 几 平 
肯定 要 发 生 ” 是 什么 意思 ? 请 看 -- 个 简单 的 例子 ， 拿 一 把 刀 朝 
实数 辅 克 去， 开平 肯定 要 歌 到 无 理 数 上 ， 为 什么 这 样 说 ? 请 看 
下 面 的 论证 . 

假定 有 一 条 长 度 为 1 的 线段 ， 当 中 有 长 度 为 的 一 小 段 涂 
了 红颜 色 , 当然 , 0 过 pz 之 1. 现在 你 闭 起 眼睛 朝 这 个 线段 砍 去 ， 
请 问 在 砍 中 线 眉 的 条 和 件 下 ， 你 砍 中 红色 小 段 的 概率 是 多 少 ? 很 
自然 ， 这 个 概率 是 jp 

现在 请 问 当 你 向 [0，1] 线段 砍 去 的 时 候 ， 砍 中 有 理 数 的 
概率 是 多 少 ? 设 这 个 概率 是 x,， 我 们 要 论证 x 一 0， 大 家 知道 ， 


有 理 数 基 可 数 的 ， 即 可 以 编号 为 ，t，t;，*…， 如 果 用 长 诬 为 
a*，2-!: 的 区 间 把 这 个 有 理 数 盖 住 ， 那 么 盖 住 所 有 有 再 数 的 这 
无 穷 多 个 小 区 闻 的 总 长 度 为 


/2 十 of28 十 /2 十 

=a(1/2+1/2°+1/2 十 …) 

=o(1/2)/(1—1/2) 

一 co， 
注 疮 括号 内 的 数列 是 等 比 数列 ， 由 此 可 见 ，Pe<w， 这 是 因为 那 
总 长 度 为 o 的 元 穷 多 个 小 区 间 已 经 把 有 理 数 全 部 疼 仁 了， 而 砍 
中 有 理 数 的 前 提 是 砍 中 小 区 间 ， 

注意 上 面 的 " 可 以 是 任意 正 数 .如 取 一 10 ,说明 p< 
aa 


10 5 如 取 ao=1075, 说 明 peti0 5 但 jy 是 -个 圈定 的 非 
负 实 数 , 它 茎 然 比 任 -- 正 数 都 小 ; 就 必定 是 0. 所 以 砍 中 有 理 数 
的 概 登 为 0， 因 此 我 们 说 ， 砍 中 有 有理数 是 堆 概 率 事件 . 
.不是 有 理 数 的 实数 ， 就 是 无 理 数 ， 当 你 向 [0，1] 线段 砍 
去 时 ， 葡 不 到 有 理 数 ， 就 一 定 葡 上 了 丘 理 数 ， 所 以 ， 葡 上 无 理 
数 的 概率 为 1. 
把 [0，1] 线段 一 段 … 段 接 起 米 ， 就 得 到 实数 畏 ， 由 于 可 
数 个 可 数 集合 在 ~ 起 仍 是 可 数 集 ， 所 以 在 实数 轴 上 和 克 中 有 理 数 
”的 概率 龟 然 为 9, 而 砍 中 无 理 数 的 概率 就 是 1， 数 学 上 ， 把 发 生 
一 种 霹 件 的 概率 为 1 的 事件 ， 电 做 概率 1! 事件 ， 或 者 全 概率 事 
件 . 
由 此 可 网 , 发 生 的 可 能 性 《 即 概率 ) 为 百分之百 的 事件 , 有 
可 能 不 发 生 ， 发 生 的 可 能 性 为 0 的 事件 ， 却 仍 有 可 能 发 生 . 有 
人 把 这 种 认识 表达 为 一 个 通俗 的 说 法 :0 不 等 于 无 . 这 个 说 法 是 
准 移 的， 同样， 百分之百 也 不 等 于 全 体 ， 
如 果 一 个 集合 中 的 元 素 具 有 某 种 性 质 的 概率 是 1， 我 们 就 
说 集合 中 几 平 所 有 元 素 都 具有 那 种 性 质 ， 例 如 ， 我 们 可 以 说 几 
平 每 个 实数 都 是 无 理 数 。 一 个 集合 中 几乎 上 所 有 元 素 都 共有 某 种 
性 质 ， 这 就 是 近代 数学 上 所 讲 的 通 有 性 《genericity) 的 含义 . 
从 只 承认 普遍 性 质 到 也 研究 通 有 性 质 ， 现 代数 学 取得 了 看 
瑶 有 色 的 进展 ,若干 突破 接 旺 而 至 .这 种 情况 。 似 末 在 我 国 的 
数学 教育 中 得 到 应 有 的 反映 . 89 年 代 科 学 出 版 社 出 版 的 《英汉 
数学 词汇 》 仍 米 留意 区 分 general 和 generic, 使 人 感觉 天 惑 . 简 
而 言 之 ， 普 遍 性 质 是 所 有 对 象 都 具有 的 性 质 ， 而 通 有 性 质 是 百 
分 之 百 的 对 象 所 具有 但 未 必 是 所 有 对 象 都 具有 的 性 质 . 
现在 ， 更 进一步 开始 了 概 深 性 质 的 研究 ， 不仅 只 研究 全 概 
率 和 零 概 率 这 两 个 极端 ， 而 且 研 究 从 0 到 1 的 中 间 概 率 ， 就 教 
» FO 


秆 计算 的 复 栾 性 讨论 而 言 ， 如 寻 -- 种 算法 算得 很 好 的 概率 是 
90%， 剩 下 的 10 铝 之 中 有 时 算得 不 很 好 、 有 时 算得 很 不 好 ， 要 
是 拘泥 于 通 有 性 的 100% ,就 只 能 具 爱 不 顾 , 把 它 妇 入 不 能 得 出 
好 的 结果 的 算法 之 中 ， 这 不 仅 在 理论 上 十 分 可 惜 ， 而 且 对 于 指 
学 实践 也 是 很 大 的 损失 ， 具 体 地 说 ， 这- 一齐 讲 的 牛顿 算法 ， 下 
一 章 谈 到 的 线性 规划 问题 的 单纯 形 算法 ， 者 是 在 实际 计算 中 很 
受 欢 迎 的 方法 .但 是 ， 这些 算法 表现 出 好 的 行为 的 概率 都 不 是 
1. 只 有 当 计 算 复 杂 性 理论 开展 了 概率 情形 分 析 以 后 ,入 们 才 算 
对 这 此 在 实际 计算 中 行 之 有 效 而 大 受 欢 迎 的 算法 ， 有 了 一 个 科 
学 的 、 合 理 的 视角 ， 不 国 芯 们 有 时 是 指数 时 间 算 法 或 甚 全 不 收 
化 丽 简单 地 在 计算 复杂 性 理论 中 知 定 它们 ， 芭 过 米 ， 倘 若 理 论 
按照 其 标准 判决 一些 经 常 十 分 有 效 的 方法 为 林 合 标准 的 方法 ， 
把 它们 打 入 另 册 ， 那 末 标 准 的 本 身 就 令 人 怀疑 ， 理 论 也 就 关 不 
住 脚 . 

这 就 是 斯 梅 尔 引进 A 项 ， 把 计算 复 厅 性 理论 推进 到 可 以 进 
行 概 率 情 形 分 析 的 意义 ， 

斯 梅 尔 说 ， 它 是 在 动力 系统 的 框架 内 研究 算法 及 其 计算 复 
杂 性 问题 的 ， 这 很 值得 玩 昧 . 

粗略 好说， 动力 系统 《dynamical sysrems) 理论 是 关于 微 

分 流 形 上 向 量 场 的 流 的 理论 ， 欧 玫 空间 是 最 简单 的 微分 流 形 , 给 

定 一 个 向 量 场 ， 就 是 给 定 一 组 微分 方 暨 . 向 黄 场 的 流 ， 就 是 微 
分 方程 的 积分 轨 线 ， 如果 不 是 进行 连续 巡察 ， 而 是 对 沈 进 行 离 
散 采 样 ， 就 得 到 离散 的 动力 系统 .我 们 可 以 用 下 面 的 比喻 ， 说 
明 连 续 轨 线 和 离散 采样 的 关系 : 萤 火 出 的 疏 行 轨迹 是 连续 的 , 但 
是 当 莹 火 虫 在 黑 瞳 之 中 飞行 时 ， 只 有 上 当 萤 火 虫 一 办 一 闪 发 光 时 
才能 观察 到 它 的 位 贮 ， 我 们 所 做 的 枫 察 ,就 是 对 萤火虫 的 飞行 
轨迹 进行 离散 采样 . 
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如 果 对 多 项 式 f(z) 进行 生 蚌 选 代 ， 堵 未 选 代 公 式 ma 
= 多 zi) ,4 一 0，1，2,，… 就 是 一 个 分 子 分 母 都 是 多 项 式 的 所 谓 
有 理 函 数 ， 给 定 f(z) ， 也 就 给 定 了 有 理 的 迭代 函数 wz》 ， 以 
平面 上 任 一 点 为 *， 只 要 吕 开 使 寺 代 硒 数 的 分 母 娘 (=) 为 0 的 
项 多 ”一 1 个 点 ， 都 可 以 za，z ，zs，… 这 样 一 直 迁 代 下 去 ， 所 
以 ,牛顿 送 代用 到 每 个 其 体 的 多 项 式 上 ,都 确定 复数 = 平面 上 的 
一 个 离散 动力 系统 . 

这 时 我 们 进一步 设想 ， 在 复数 = 平 商 上 随机 地 选取 点 作为 
初 值 来 进行 牛顿 多 代 如 果 从 某 点 开始 的 选 代 收 伍 ， 就 在 这 个 
点 处 打 一 个 黑 点 ， 如 果 队 某 点 开始 的 欠 代 不 收敛 ， 就 不 打黑 点 . 
这 样 -- 点 一 点 进行 试验 ， 就 会 得 到 白 纸 黑 点 的 一 个 图 形 ， 用 计 
算 机 判别 迭代 是 否 收 俩 ， 只 能 是 设 定 一 个 选 代 次 数 ， 如 果 选 代 
了 这 么 多 次 还 看 不 出 收敛， 就 羯 为 不 收 统 ， 所 以 ， 上 面 所 说 的 ， 
时 点 都 位 于 牛顿 和 闪 代 的 快速 收 你 区 〈 不 一 定 是 斯 梅 尔 在 定理 1 
中 所 确定 的 那 种 快速 收 伍 区 ), 再 设想 按照 收 剑 速度 的 不 同情 次 
划分 ， 这 些 快速 收敛 区 本 身 的 梅 造 如 何 ? 扩张 的 方式 如 何 ? 当 
采用 参数 的 牛顿 选 代 时 ， 步 长 参数 的 变化 对 收敛 速度 的 影响 如 
何 ， 对 收 笋 区 的 构造 的 影响 如 何 ? 凡 此 种 种 ， 都 可 以 说 是 动力 
系统 方式 的 设想 ， 这 些 设 想 的 准确 刻 刘 和 深 入 讨论 ， 仍 然 是 有 
待 研究 的 问题 . 


§ 5 算法 之 比较 和 配合 


现在 ， 我 们 试 比较 一 下 第 二 章 关于 库 恩 算法 的 成 本 舍 计 和 
这 一 章 斯 梅 尔 关于 牛 王 算 法 的 成 本 估计 ， 
两 种 算法 对 竺 的 都 是 多 项 式 求 根 的 问题 , 第 二 章 的 定理 3 
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说 ,对 下 任 一 所 有 系数 的 绝对 值 均 不 起 汉 ;的 2 阶 才 项 式 , 米 用 
库 恩 和 外 法 . 按照 误差 不 想 让 e 芒 要 .全 半 让 多 研 式 的 全 部 个 根 
所 汪 要 的 多 班 式 计 值 次 数 . 不想 过 i ,这样 ,算出 
一 个 要 所 窒 要 的 氏 项 式 二 但 次 数 平 咎 个 D0n log (ns). 

第 汪 章 定理 3 的 推论 草 说 ， 对 十 汪 一 所 有 有 邓 数 的 阔 对 和 值 均 
不 超过 1 的 xz 阶 多 项 式 , 以 下 尝 实 碾 训 的 秘 守 全 少 古 1 Ap: 此 
要 天 当选 取 步 长 参数 ,就 可 雇 保 让 从 00) 二 0 这 个 统 -- 的 初 
始点 升 始 的 参数 生 顿 迭代 在 《100(a 上 20)7p 步 内 为 多 项 式 求 
根 的 牛顿 算法 找到 一 个 良好 初 值 . 

100r7? logs (aye) 次 多 项 式 计 值 对 CCown 十 297p5 次 牛顿 
进 代 ， 已 经 提供 了 一 个 很 好 的 比较 ， 特别 是 其 估 计 式 中 可 以 清 
楚 邮 看 出 成 本 估计 随 多 项 趟 阶 数 增长 而 增 长 的 速 泰 ， 它 们 部 
是 多 项 式 时 间 算 法 . 

咯 嫌 不 足 的 是 参数 不 完全 一 臻 ， 俩 计 库 恩 算 法 的 成 本 用 
和 e， 而 估计 牛顿 算法 的 成 本 用 nn 和 rx， 点 使 参数 完 侈 一致, 无 
非 酚 种 途径 . - -是 让 牛顿 十 就 库 恩 ， 用 奢 数 牛顿 选 伐 找到 一 个 
良好 初 值 以 后 ， 再 把 达到 精度 要 求 = 所 需要 的 那 部 分 成 本 加 上 
去 ，。 这 样 做 ， 和 牛顿 成 本 势必 增加 ， 而 遇 上 按 牛 顿 方法 看 来 是 乐 
的 才 项 式 , 沿 斯 梅 尔 设计 的 路 线 ( 疼 3. 5) 将 永远 到 达 不 了 快速 
收 仇 区， 进一步 的 迭代 更 无 从 谈 起 ， 所 以 这 途径 较 难 进行 . 

另 一 种 途径 就 是 让 库 因 迁就 生 频 ， 这 是 我 们 应 当 敌 的 ， 何 
况 库 恩 算 法 比 牛顿 算法 上 晚 了 甘 不 多 一 百年 

这 样 ， 就 要 考虑 用 库 恩 算 法 为 多 硕 式 浮 求 牛顿 算法 的 良好 
初 值 的 问题 本来， 良好 初 值 这 个 概念 对 于 在 任何 情况 下 总 会 
成 功 的 库 厌 算法 来 说 完全 是 几 余 的 ， 仍 为 了 在 成 本 估计 之 间 做 
一 个 参数 完全 一 样 的 无 恬 可 击 的 比较 ， 我 们 用 库 恩 算法 来 解 跨 
进入 牛顿 算法 所 要 求 的 快速 收 和 化 区 的 问题 . 
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这 样 做 当然 有 所 损失 ， 例 如 ， 牛 邮 算 法 所 改 求 的 快 速 收 盆 
区 只 能 对 没有 重 根 的 多 项 式 建立 ， 对 丁 丰 重 根 的 多 项 式 /(z)， 
其 表征 值 st 让 ==0, 这 时 斯 梅 尔 按 | f(z) | 之 P(A)713 确定 的 快 
速 收 钱 区 根本 不 存在 ， 所以， 尽管 用 座 因 算法 可 以 任意 接近 每 
一 个 根 ， 却 轿 为 根本 没有 快速 收敛 区 出 被 羯 为 未 进入 快速 收 线 
区 ， 

因此 ， 只 好 不 顾 pC 让 二 9 和 pC 让 太 小 的 情况 .对 于 剩 下 的 
反方 不 赤水 的 每 个 多 项 式 f(z), 设 存在 一 个 常数 m20 使 得 
pp 六 Saom0 对 这 些 多 项 式 总 是 成 立 ， 按 照 斯 梅 尔 的 充分 菜 件 ， 
只 训 | F(tz)1<pCm713 就 是 良好 初 值 了 . 既然 库 恩 算 法 可 以 任 
意 接 过 准确 根 ,和 何 悉 在 一 定时 刻 后 不 会 进入 快速 收 误区 ?按照 这 
个 想法 进行 从 到 的 换算 (为 什么 上 述 想 法 实际 上 是 从 到 
E 的 换算 ,请 读者 思考 . ) 我 们 可 以 得 到 下 而 的 定理 ; 

定理 ”对 于 所 有 系数 的 绝对 值 均 不 起 过 1 的 = 阶 首 一 多 项 
式 ,以 下 事实 成 立 的 概率 鞭 少 是 1 一 x: 用 库 恩 算法 顶 多 经 过 

200(m 十 2)ilogs(Cn7 py) 

次 多 项 式 计 值 ,就 可 以 为 多 项 式 找 到 -个 牛顿 算法 所 需要 的 良 
好 初 值 . 

现在 ,200Cx 十 2)'logzdn/p) 次 多 项 式 计 值 和 《00tn 十 22)"/ 
re 次 牛顿 只 代 ,这 两 个 估计 式 就 是 参数 完全 一 样 的 成 本 估计 
了 ， 

斯 梅 尔 研究 生 顿 算法 的 计算 复杂 性 的 论文 , 题 为 4 代数 基本 
定理 与 复杂 性 理论 》, 发 表 在 1981 年 的 《美国 数学 会 通报 ?上 . 这 
是 数值 计算 复杂 性 理论 从 只 做 最 坏 情 形 分 析 到 也 做 概率 情形 分 
村 的 开创 性 论文 . 在 这 篇 论文 中 ,斯 梅 尔 还 提出 讨论 其 它 算法 的 
计算 复杂 性 的 一 系列 课题 . 可 以 说 , 正 是 斯 竹 尔 的 这 篇 论文 , 吸 
引 本 书 作者 与 徐 森 林 和 库 胃 教授 -起 ,完成 了 本 书 第 二 章 介 绍 
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的 研究 和 这 -- 节 介绍 的 比较 定理 . 

却 [ 梅 尔 教授 开设 的 研究 生 课 程 .经 常 洲 请 相关 领域 的 专家 
报告 自己 的 成 果 . 1983 华 春 天 ,他 以 动力 系统 框架 和 计算 复杂 
性 理论 为 主题 向 研究 生 开课 . 若干 校外 的 各 国 奸 的 教授 也 每 课 
必 到 ,不 放 过 学 习 和 讨论 的 机 会 .斯 梅 尔 教授 邀请 本 书 作者 报告 
库 恩 算法 的 计算 复杂 性 讨论 ,作为 83 年 存 李 课程 的 第 一 个 外 冲 
讲演 . 

作为 成 本 估计 ,100n? logs nie 各 200Ca 十 2)3logsCaypoy 当 
然 比 (100Ca 十 2))27H7 好 得 多 . 但 是 决 不 能 由 此 而 侨居 斯 梅 尔 的 
工作 的 重要 意义 ,因为 我 们 讨论 的 是 具有 良好 几何 拓扑 结 榴 的 
库 恩 算法 ,而 斯 竹 尔 对 付 的 是 难以 将 驭 的 牛顿 算法 . 就 牛顿 算法 
前 坏 的 情况 来 说 ,收敛 性 都 谈 不 上 ,更 何 演 成 本 估计 , 斯 梅 尔 果 
肠 而 巧妙 地 排除 了 坏 的 和 较 坏 的 情况 ,得 出 一 个 出 色 的 概率 估 
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图 3.6 
计 , 他 的 工作 是 开创 性 的 . 当时 我 画 了 一 张 理论 成 果 评 价 示意 
图 , 柑 轴 广 表示 多 项 式 , 纵 轴 C 表示 成 本 . 图 3.6 的 堪 图 , 细 实 
曲线 表示 用 牛顿 算法 求 多 项 式 根 的 实际 成 本 , 粮 实 曲线 表示 斯 
梅 尔 对 牛顿 算法 成 本 的 估计 . 图 3.6 的 右 图 , 细 实 曲线 表示 用 库 
因 算 法 求 多 项 式 根 的 实际 成 本 , 粗 实 曲线 表示 我 们 对 库 恩 算法 
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成 本 的 佑 让 . 入 是 一 张 澡 生 的 无 标点 的 示意 图 ,但 是 清楚 地 表 角 
我 们 起 在 做 一 硕 相 对 容易 的 工作 ,所 以 得 于 的 佑 计 式 比较 好 (和 粒 
实 明 浅 比 较 低 ). 斯 竹 尔 的 出 色 之 处 ,在 于 周 中 小 折线 表示 的 截 
渐 处 理 ,正如 前 而 绰 凋 过 的 ,这 是 真正 于 记性 的 工作 . 

过 张 几 粉 笔 当 时 看 在 黑板 上 的 评价 图 ,得 到 在 次 的 教授 和 
研究 后 的 装 赏 。 

当然 ,开创 性 的 工作 也 并 不 一 定 已 经 十 全 十 美 . 从 构造 性 数 
学 的 观点 来 看 ,斯 梅 尔 设计 的 用 参数 牛 惠 办 代 寻 找 良 好 初 什 的 
方法 在 彻底 的 意义 上 说 还 不 是 完全 构造 往 的 . 这 是 美中不足 的 
地 方 . 问题 在 于 步 长 参数 及 的 选取 . 不 错 ,斯 梅 尔 给 出 了 的 表 
达 式 ,上 可 以 由 5 和 .% 确定 ,但 是 5 和 .% 却 又 依 束 于 pp( 让 ， 
PL 让 是 F(z) 的 临界 秆 的 绝对 值 的 最 小 者 ;而 Fz) 的 临界 点 就 
是 产 (2) 的 根 . 这样 ,为 了 构造 性 地 解决 寻找 多 项 式 fz) 的 良好 
初 值 的 问题 ,必须 先 解决 寻求 另 一 个 多 项 式 户 (z) 的 根 的 问题 ， 
这 样 的 环 环 相 扣 的 构造 性 ,在 逻辑 上 有 点 讲 不 过 去 . 

指出 美中不足 ,并 不 等 于 我 们 已 经 可 以 做 得 更 完美 .我们 全 
计 , 那 参 是 更 如 钵 难得 多 的 问题 ， 

从 购车 性 数学 的 观点 来 看 , 库 恩 算法 却 总 是 可 以 在 出 精 永 
要 求 。 和 多 项 式 阶 数 预先 完全 确定 的 多 少帝 多 项 式 计 值 之 
内 ,把 多 项 式 的 个 根 一 光 例 外 全 找 出 来 . 所 以 ;无论 库 恩 算 法 
的 本 身 还 是 我 们 对 于 库 思 算 法 计算 复杂 性 的 讨论 ,都 完全 是 构 
造 性 的 ， 

库 轴 算法 的 优点 是 保险 成 功 , 牛 顿 算法 的 长 处 是 进入 快速 
收 黎 区 后 收 敏 极 快 .看 来 ,两 种 算法 配合 使 用 ,可 以 把 二 者 的 长 
处 结合 起 来 . 事实 上 ,采用 岩 轴 算法 先 把 根 的 位 置 大 致 确定 , 然 
后 改 用 牛顿 算法 迅速 向 准确 根 千 近 , 这 在 型 论 分 析 和 实际 计算 
中 都 是 很 有 希望 的 方案 . 
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第 四 章 ”线性 规划 问题 算法 的 竞争 


20 世纪 末 叶 ,世界 进入 计算 机 时 代 . 

计算 机 的 用 途 很 广 , 从 账目 管理 .文件 编译 ,办公 室 自 动 化 ， 
一 直到 机 器 人 服务 ,解放 了 多 少 人 力 1 

但 是 ,以 上 提 及 的 计算 机 的 应 用 ,基本 上 不 属于 科学 计算 方 
面 . 要 间 计 算 机 对 付 得 最 多 的 科学 计算 问题 是 什么 ,线性 规划 问 
题 的 求解 评 算 一 个 . 有 资料 说 ,当今 世界 经 济 效益 最 大 的 科学 计 
算 方 法 ,就 是 线性 规划 问题 的 单纯 形 算法 . 

这 一 章 主 要 介绍 围绕 线性 规划 问题 若 于 算法 的 竞争 ,竞争 
的 标准 就 是 它们 的 计算 复杂 性 . 与 多 项 式 求 根 问 题 相 比 ,线性 规 
划 问 题 算 法 的 讨论 更 受 关注 ,也 更 加 困难 . 许多 地 方 , 我 们 将 跟 
于 定性 的 说 明 , 并 且 会 穿 捕 有 关 的 科学 故事 . 科学 史上 许多 有 声 
有 色 的 喜 守 ,对 后 人 的 自 迪 诀 不 在 发 现 和 发 明 本 身 之 下 . 可 异国 
内 的 著述 出 版 , 常 爱 把 故事 放 在 不 悄 一 顾 的 地 位 . 
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§ 1 线性 规划 问题 


美国 加利福尼亚 理工 学 院 教授 蛮 尔 *， 富 兰 克 条 ()， 
Franklin ) 为 大 学 生 写 的 《数理 经 济 学 方法 )}, 足 我 所 钟爱 的 课 
本 .该 马 1980 年 由 权威 的 斯 普 林 格 … 所 纳 格 出 版 社 出 版 . 数理 
方面 的 大 学 课本 ,通常 总 是 出 概念 .演绎 .结论 这 样 : - 些 环节 组 
成 ,或 者 再 加 一 点 应 用 . 富兰克林 这 本 上 的 显著 特点 , 则 是 在 作 
者 个 人 学 问 酸 事 的 “ 切 团 私语 "中 展开 数理 经 济 学 的 有 关内 容 . 
在 大 学 数理 课本 中 ,行文 如 此 亲切 . 珊 而 的 ,实证 居 风 毛 有 馆 角 . 
《数理 经 济 学 方法 3 主要 论述 线性 规划 、 非 线性 规划 和 不 动 
点 定理 .在 正 袍 的 首页 ,作者 回顾 1958 年 的 调研 旅行 ,纽约 美 胖 
石油 公司 负责 接待 他 们 的 -专家 , 竟 是 他 当年 的 同窗 好 友 艾 折 特 
博士 ,他 的 办 公 室 “ 看 起 米 蚀 袜 槛 球场 那么 大 ". 富兰克林 安道， 
“ 革 , 你 成 了 世界 天 人 物 了 . ”我 说 ， 
“ 啊 , 没 有 的 事 ,… ,确实 不 是 . ”他 说 . 
他 还 是 像 从 将 那样 肠 戏 ,但 景况 已 大 不 相同 . 在 纽约 天 
学 时 , 藉 和 我 曾 径 在 没有 空调 秀 满 是 友和 宝 的 小 办 公 室 里 做 
博士 后 研究 工作 , 终究 因为 是 学 者 ,我 们 被 预料 将 是 清 罕 
的 ,不知 为 什么 , 英 却 没有 点 验 这 一 预料 . 
我 们 对 计算 机 郊 作 用 作 了 很 好 的 谈话 . 公司 有 一 个 巨 
大 的 计算 中 心 ,我 知道 它 花 览 了 几 百 万 姜 元 . 那 是 50 年 代 
的 几 百 万 美元 哪 ! 果真 值得 吗 ? 我 问 道 : 
# 半 ,我 知道 石油 公司 很 有 钱 . 但 总 没有 你 总 浪 党 它 . 
公司 要 花 多 少时 间 , 才 能 收回 对 认 彰 中 心 的 授 资 ?2 
他 起 了 一 会 几 , 显 就 进行 了 粗略 的 心 工 ,然后 说 : 
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“大 约 两 个 星期 .” 
“真是 不 可 思议 . ”我 说 , 体 们 用 计算 机 艇 什么 问题 ?” 
“主要 是 线性 规 节 .? 
艾 作 了 详细 说 明 . 频 用 线性 规划 ,他 们 能 够 对 生产 和 销 
售 作 出 最 优 决 策 , 给 公司 和 顾客 都 带 来 很 大 的 把 济 利益 . 
现在 具 性 谈 谈 什么 是 线性 规划 . 先 看 几 个 例子 . 
例 1 投资 经 营 - 
假设 银行 有 100 亿 元 ,分 别 用 作 贷款 已 ) 和 证 养 (S). 贷款 
赚 得 较 高 的 利息 . 证 券 所 赚 利 息 较 低 , 但 具有 流通 的 方便 :它们 
随时 可 按 市 场 价格 出 售 . 
设 贷款 利率 10 多 ,证券 的 利率 平均 5 名 , 则 总 熏 利 为 0. 10L 
十 9. 05$. 银行 希望 总 盘 利 最 大 . 
如 果 没 有 的 永 条 件 , 这 个 问题 没什么 可 讨论 的 , 令 工 一 100 
即 可 , 事实 上 是 有 各 种 约束 : 
流动 性 约束 ， 
例如 银行 要 求 流动 性 资金 保持 在 35 多 或 更 多 , 即 
3 了 20. 25( 工 十 5) ,或 
工 一 3S 扫 0. 
们 款额 约束 . 
银行 有 一 些 信 用 极 好 的 老 主 顾 ,必须 保证 对 他 们 的 贷款 . 估 
计 这 个 额度 是 30 亿 元 ,就 有 
L330, 
另外 ,当然 还 有 总 资金 约束 
工 十 S 委 100 
和 符号 约束 
L220, 号 之 0. 
把 ===-0.1 呈 十 .05S 利 做 目标 函数 ,那么 整个 问题 可 以 表述 为 
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max z=0.107.+0.058, 
Ss.t. LL—3S 0, 
区 之 30， 
L+5 委 100， 
工 守 0，$S 半 0 
这 里 ,max 是 maximize 之 缩写 ,max = 就 是 使 2 达 针 最 大 js,t， 
是 subject to 的 缩写 ,表示 ”“ 受 约束 于 ”， 
例 2 饮食 问题 . 
1945 年 ,斯 蒂 格 勒 (G. Stigler) 发 表 兴 文 讨论 这 样 的 问题 ， 
营养 合理 的 饮食 的 最 小 费用 是 多 少 ? 
假设 共有 = 种 可 者 的 食物 ,消费 量 分 别 为 zy" ,Ts 
种 食物 的 价格 分 别 为 户 ， 疡 :，… ,pa 
设 供 分 析 的 营养 (包括 热量 .各 种 维 生 束 . 旦 白质 .脂肪 、 酶 、 
粗 纤维 素 、 氢 茜 酸 .矿物 质 等 等 ) 共 有 mm 种 ,每 种 的 需要 量 至 少 
是 二 ,一 1 2, 又 设 每 单位 第 j 种 食物 所 含有 营养 成 分 的 
量 是 wi 二 4 yj 二 1 ,那么 ,饮食 问题 可 以 表述 为 
min z= rp 
Srte dnwlt Ta 
TI 0 0, 
其 中 ,min 是 minimize 的 编写 ,min xz 表示 要 使 = 达到 最 小 . 
请 读者 务必 上 明白 上 述 表述 的 含意 . 由 于 从 这 个 饮食 问题 开 
始 的 对 线性 规划 问题 各 其 他 和 问题 的 研究 ,斯 蒂 格 勒 获得 1982 年 
度 的 诺 贝 尔 经 济 学 奖 ， 
例 3 资源 配置 
假设 石油 公司 用 其 总 量 分 别 为 4:… ;ss 的 ;种 粗 制 品 所 
炼 价格 分 别 为 p.,… ,pr 的 种 精制 成 .怎样 进行 配置 ,才能 使 
收入 达到 最 大 ? 
设 生产 一 单位 精制 品 7 需要 粗 制 品 i 的 量 为 es ti 一 1 …， 
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wz 一 Ti 这样, 问题 可 表述 为 
mAaXx 2s= pix 二 十 pts 
号 -十 。 人 1 十 十 Ga 人) 1 二 ls sy TiO EO, 


许多 应 用 教学 问题 和 现实 经 济 问题 ,都 其 有 舟 例 3 一 样 的 
数学 形式 , 我 们 把 这 样 的 问题 称 为 线性 规划 问题 . 这 种 数学 形式 
的 基本 特点 是 :目标 西数 和 约束 条件 都 是 线性 式 子 . 如 果 目 标 函 
数 和 m 个 约束 条 和 件 之 中 有 一 个 非 线性 式 子 ,就 叫做 非 线性 规 
划 , 本 书 只 谈 线 性 规划 . 

这 里 要 注意 的 是 ,问题 可 以 是 纤 标 沙 数 求 最 大 的 max z, 例 
如 收入 、 利 注 , 也 可 以 是 目标 函数 求 最 小 的 min x; 例如 成 本 、 费 
用 . 另外 , 约 东 条 件 中 的 不 等 号 , 既 可 以 是 “ 委 ” ,也 可 以 是 “六 ”， 
甚至 可 以 是 等 号 . 

上 面 概 括 的 ,已 经 是 线性 规划 问题 的 一 般 形 式 . 数学 研究 的 
一 种 重要 方法 ,就 是 从 特殊 到 一 般 - 首先 研究 一 个 特例 . 从 具体 
的 特例 开始 ,比较 容易 入 手 . 特例 弄 清 楚 了 ,往往 也 就 有 了 解决 
一 般 问 题 的 办 法 ,下面 ,我 们 就 研究 例 4, 它 是 例 3 的 一 种 特殊 
情形 ,是 变量 数目 #= 二 2, 约 束 条 件数 目 m==5 这 祥 的 容易 把 握 的 
特殊 情形 . 我 们 仍然 强调 几何 地 分 析 问 题 和 解决 问题 . 

例 4 某 工厂 利 用 3 种 原料 生产 2 种 产品 . 产品 对 原料 的 
需求 如 下 表 , 表 中 并 列 出 原料 的 存量 和 产品 的 价格 . 目标 是 使 收 
入 达到 最 大 . 


按照 上 述 已 知 条 件 ,问题 林 表达 为 
max 一 10z) 十 7zi， 
St, 57 十 9zroys4500， 
Tl 十 4Ir 守 1600， 
4 二 十 zas2400， 
Ee 
符合 所 有 约束 条 件 的 点 的 集合 ,叫做 线性 规划 问题 的 可 行 
区 域 . 可 行 区 域 中 的 每 一 个 点 , 亦 即 每 一 个 符合 所 有 约束 茶 件 的 
点 ,叫做 问题 的 一 个 可 行 解 , 使 得 目标 函数 达到 最 大 (max 问 
题 ) 或 最 小 (min 问题 ) 的 可 行 解 , 叫 做 最 优 可 行 解 . 线性 规划 问 
题 的 目标 ,或 者 说 目的 ,就 是 求 出 问题 的 最 优 可 行 解 ， 
- 俩 4 有 5 个 约束 条 件 , 把 它们 在 = -zs 平面 上 画 下 来 ,就 得 
到 图 4, 1 粗 实 线 所 围 的 可 行 区 域 . 
图 中 有 一 组 平行 细 实 线 ,它们 是 目标 函数 的 等 值 线 ,同一 线 
上 各 点 的 目标 函数 值 相等 . 沿 着 这 组 等 已 线 , 丰 上 方向 是 目标 函 
数值 增加 的 方向 , 可 行 区 域 的 右上 方向 有 两 个 角 4 和 B. 按照 
等 值 线 和 可 行 区 域 边界 线 的 斜率 关系 , 易 知 可 行 区 域 中 目标 函 
数值 最 大 的 点 是 B, 所 以 B 就 是 问题 的 最 优 可 行 解 . 至 此 , 例 4 
这 个 具体 的 线性 规划 问题 ,已 得 到 完全 解决; 
. 例 4 虽然 简单 , 却 已 经 体现 了 线性 规划 问题 的 要 义 . 我 们 强 
调 首先 把 简单 的 特殊 的 例子 弄 懂 . 如 果 你 真 的 懂 了 ,你 就 能 想象 
库 4.2 所 表示 的 三 个 线性 规划 问题 的 内 容 ,并 且 知 道 如 果 这 些 
线性 规划 问题 有 和 解 , 解 一 定 出 现在 4.8 或 C.D 或 线段 EF 上 
的 一 点 . 象 品 这 样 结果 全 是 0 的 解 叫做 平凡 解 ,通常 没有 多 大 
意思 . 但 平凡 解 确实 有 出 了 现 的 可 能 . 
图 4 1 和 图 4.2 的 4 个 线性 规划 问题 的 最 优 可 行 解 , 帮 出 
现在 可 行 区 域 的 角 上 . 下 面 我 们 要 说 明 , 这 是 必然 的 结局 ， 
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图 4.3 
首先 ,我 们 需要 一 点 凸 集 的 概念 欧 开 空间 中 的 一 个 集合 ， 
如 果 它 的 任 郊 两 点 的 连 线段 上 的 每 -- 点 仍 属于 这 个 集合 ,那么 
它 就 是 一 个 凸 千 . 例如 ,图 4. 3 曲线 或 折线 围 成 的 4 个 图 形 ( 集 
合 ) ,都 是 凸 集 , 而 图 4. 4 曲线 或 折线 围 成 的 4 个 图 形 ,都 不 是 是 
集 . 但 是 要 注意 ,如 果 把 图 4, 3 的 4 个 图 形 的 所 有 点 放 在 一 起 作 
为 一 个 集合 , 则 这 个 集合 不 是 凸 集 . 
贞 集 概念 也 用 于 无 界 集合 , 则 以 原点 为 中 心 的 不 管 半 径 多 
么 大 的 球 ( 圆 ?都 不 能 把 它 包 在 里 面 的 集合 . 例如 ,图 4.2 左边 的 
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图 44 

线性 规划 问题 的 可 行 区 域 就 是 一 个 无 界 集合 .特别 要 注意 的 是 ， 
平面 的 每 个 象限 都 是 无 界 的 凸 集 , 欧 氏 空间 的 每 个 卦 限 都 是 无 
界 的 凸 集 ,全 空间 是 凸 集 . 

凸 梨 有 一 个 十 分 重要 的 性 质 :一 刀 切 下 去 , 变 成 西 半 , 那 末 
每 一 半 都 基 西 集 , 而 且 切 口 也 是 凸 集 . 这 里 必须 注意 的 是 ; 切 ,就 
要 切 透 , 切 到 底 , 不 能 切 到 半途 就 停 下 来 ,否则 你 很 容易 把 正 五 
边 形 切 成 五 角 星 , 把 凸 集 切 成 不 是 凸 集 . 当然 ,一 定 要 用 平 直 的 
刀 人 线性 ”)， 

线性 规划 回 题 都 是 在 受 约 划 于 若干 个 约 东 条 件 的 情况 下 使 
目标 复数 达到 最 大 或 最 小 ,约束 条 件 各 目标 函数 都 是 线性 的 , 符 
合 所 有 约 东 条 件 的 点 的 集合 ,就 是 问题 的 可 行 区 域 . 恋 量 z;， 
zs 的 #4 维 空间 ,是 一 个 凸 集 . 每 一 个 约 东 条 件 , 和 相当 于 切 一 
刀 . 如 果 这 个 约束 条 件 是 不 等 式 , 就 相当 于 ~… 刀 切 下 去 取 符 合 不 
等 式 的 那 一 半 . 如 果 这 个 约束 条 件 是 等 式 ,就 相当 于 一 万 切 下 去 
只 取 切 日 留 下 来 ; 可 见 , 对 于 一 个 凸 集 ,做 一 次 这 样 的 “切取 ?” 操 
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作 , 得 到 的 仍然 是 一 个 凸 集 . 线性 规划 问题 的 可 行 区 域 就 是 由 
维 空间 这 个 大 凸 集 一 刀 一 力 切 下 来 所 得 到 的 区 域 , 所 以 必定 是 
一 个 凸 集 . 
在 线性 规划 间 题 中 ,变量 z,,…,x, 的 个 数 n, 叫 向 问题 的 维 
数 . 因为 不 等 式 约束 是 “ 切 一 刀 取 一 半 ” 的 操作 ,所 以 只 有 不 等 式 
约束 的 线性 规划 问题 的 可 行 区 域 的 维 数 , 通 常 和 问题 的 维 数 一 
样 .但 是 等 式 约束 却 是 * 切 一 刀 只 取 切 口 "的 操作 ,所 以 带 有 等 式 
约束 的 线性 规划 癌 题 的 可 行 区 域 的 维 数 ,一 定 比 问题 的 维 数 低 . 
例 5 线性 规划 问题 
min xz 一 2 十 27. 十 199173， 
st， 8zr 十 2ra 十 15z3 一 300， 
一 TT1 十 工 :六 10， 
Ee 和 70 
的 维 数 是 3. 由 于 有 一 个 等 式 约束 ,可 行 区 域 的 维 数 是 3 一 1 一 2， 
如 图 4. 5 黑 框 所 围 的 平 商 四 边 形 . 


图 45 
不 管 维 数 是 否 降低 ,重要 的 是 肯定 ,线性 规划 向 题 的 可 行 区 
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域 一 定 是 呈 集 . 问题 的 解 就 是 在 可 行 区 域 中 找 一 点 ,使 得 目标 函 
数值 达到 最 大 或 最 小 . 目标 函数 是 线性 的 . 读者 可 以 几何 地 想 
象 ,在 可 行 区 域 上 面 有 有 -- 块 平板 ,平板 的 高 度 代 表 目 标 函数 的 
值 ,那么 ,不 管 平板 斜 得 厉害 与 否 ,最 高 点 和 最 低 点 一 定 对 应 着 
可 行 区 域 的 边界 上 的 点 . 几何 想象 ,是 数学 恩 考 的 重要 方法 . 相 
信 读 者 已 能 自己 想象 上 面 所 说 的 几何 图 象 ,不 必 我 们 在 这 里 画 
一 幅 图 代 百 你 的 想象 . 

线性 规划 问题 的 可 行 区 域 不 仅 是 一 般 的 凸 集 ,而 且 一 定 是 
一 种 称 为 凸 多 面体 的 凸 集 . 事 实 上 , 欧 氏 空间 用 上 面 所 说 的 切 法 
一 刀 一 刀 切 下 去 ,最 后 得 到 的 几何 对 象 ,就 是 凸 多 面体 . 作为 2 
维 的 上 多 面体 ,就 是 四 多 边 形 . 作为 3 维 的 凸 多 面体 ,读者 可 以 
想象 为 一 颗 宝石 , 它 的 每 个 端面 都 是 平 的 凸 多 边 形 . 号 多 面体 有 
许多 顶点 . 上 面 已 经 说 明 ,线性 规划 的 最 优 可 行 解 一 定 出 现在 可 
行 区 域 的 边界 土 , 如 果 你 对 那个 几何 想象 式 的 “证 明 "” 确 实 掌握 
的 话 ,那么 现在 按照 间 样 的 几何 想象 .知道 最 优 可 行 解 一 定 可 以 
在 贷 点 上 达到 . 

这 里 要 注意 两 点 :首先 ,并 非 所 有 线性 规划 和 问题 都 一 定 有 最 
优 可 行 解 . 例如 图 4. 2 左 的 问题 ,如 果 等 值 线 的 值 向 右上 方 增加 
并 且 问 题 是 求 最 大 值 的 问题 , 闭 么 就 没有 最 优 可 行 解 . 更 有 - - 些 
线性 规划 问题 的 可 行 区 域 是 空 集 ,也 就 是 没有 可 行 解 , 那 就 更 谈 
不 上 最 优 可 行 解 (读者 更 已 应 不 难 想象 这 种 情况 ). 上 面 说 的 是 ， 
如 果 有 最 优 可 行 解 ,那么 最 优 可 行 解 一 定 可 以 在 顶点 上 达到 .其 
次 ,上 面 的 结论 并 不 排斥 在 非 顶点 的 地 方 也 给 出 最 优 可 行 解 的 
可 能 . 例如 图 4. 2 右 的 问题 ,如 果 目 标 函 数值 向 右上 方 增加 并 且 
问题 是 求 最 大 值 的 问题 ,那么 线段 EF 上 的 每 一 点 都 给 出 问题 
的 最 优 可 行 解 . 但 是 不 管 怎样 ,只 要 最 优 可 行 解 是 存在 的 ,就 一 
定 可 以 在 一 个 项 点 上 达到 最 优 可 行 解 ,例如 瓦 或 忆 
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综 上 记述, 线性 规划 问题 的 可 行 区 域 如 果 非 空 ,就 必 是 凸 多 
面体 ;最 优 可 行 解 如 果 存 在 ,就 一 定 可 在 可 行 区 域 凸 密 面 体 的 顶 
点 上 达到 . 


§2 丹 江 克 的 单纯 形 算法 


从 上 一 节 的 分 析 我 们 知道 ,线性 规划 问题 的 最 优 可 行 解 如 
果 存 在 ,就 一 定 可 以 在 可 行 区 域 多 面体 的 某 个 顶点 上 达到 , 由 此 
可 知 , 如 果 把 可 行 区 域 这 个 凸 多 面体 每 个 顶点 上 的 此 标 赣 数值 
都 算出 来 并 加 以 比较 ,就 可 以 解决 线性 规划 问题 . 
线性 规划 问题 ,都 可 这 化 成 以 下 的 标 淮 形式 ; 
max 区 一 CTI 十 人 十 Cans 
St， aux Ta ly + 
TO To 0, 
标准 形式 的 特点 是 , 队 符 号 约束 外 其 余 约束 都 是 等 式 约束 , 例如 
上 节 例 4 的 问题 
nax 和 一 让 Dr 十 了 zz， 
s.t, 52 十 9ris4500， 
1 十 4za<1600， 
4 十 2400， 
工 节 0，d32220， 
弛 入 3 个 粮 弛 变 章 Tr sts ;就 可 以 写成 


max =10z 二 7rer 


S。 t。 5T1 十 9zs 十 工 一 4500， 
1 十 dr 十 了 一 上 600， 
本 2 十 工 ? 十 工 s 一 2400， 
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这 已 是 线性 规划 问题 的 标准 形式 ,读者 容易 看 出 它 和 原来 的 写 
法 完全 等 价 . 

标准 形式 的 另 一 个 要 求 是 ;等 式 约束 的 右 妆 5s,…1ss 全 是 
非 负数 . 这 是 很 容易 做 到 的 ,必要 时 全 式 乘 一 1 就 可 以 了 . 至 于 
max z 还 是 min z 是 无 所 谓 的 . 有 些 节 舰 定员 用 min <, 那么 表 
上 max x 时 ,把 原来 的 ==:cetzi 士 十 co 生 : 一 个 一 1 作为 新 的 
* 就 变 成 min = 问题 . 

标准 形式 线性 规划 河 题 变 量 的 数目 =, 称 为 问题 的 维 数 ( 以 
后 我 们 所 说 的 维 数 ,都 指 这 个 维 数 ) ,等 式 约束 的 数目 mx, 称 为 问 
题 的 阶 数 . 当然 ,我 们 要 求 =z 六 . 

研究 表明 ,一 个 标准 形式 的 线性 规划 问题 的 可 行 区 域 ,通常 
是 二 维 室 间 中 的 一 个 上 一 六 维 凸 多 面体 , 它 最 多 可 有 
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个 顶点 、 最 粗糙 的 计算 
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已 经 肯 诉 我 们 ，CY 是 的 指数 函数 ， 所 以 , 如 果 我 们 采用 析 举 . 
法 ， 一 个 顶点 一 个 顶点 那样 计算 目标 函数 值 然后 加 以 比较 ， 这 
样 一 种 校 举 算法 的 时 间 复 杂 性 函数 就 … 定 是 = 的 指数 函数 . 

时 在 20 世纪 30 年 代 ， 苏 联 数 学 家 康 托 洛 维 奇 (Leonid 
Kantorovich》 从 研究 资源 配置 入 手 ， 写 成 了 《生产 组 织 和 计划 
中 的 数学 方法 》 一 书 . 这 是 关于 线性 规划 问题 的 最 早 的 著作 . 可 
惜 ， 由 于 学 术 政 策 方面 的 障碍 ， 康 托 洛 维 奇 的 工作 在 当时 未 曾 
得 到 访 有 的 评价 ， 国 外 也 不 知道 ， 
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1947 年 ， 美 国 数学 家 丹 齐 克 (〈CGeorge R，Pantzig) 担 出 了 
线性 规划 问题 的 一 般 模型 和 求解 线性 规划 问题 的 单纯 形 算法 . 
从此 ， 线 性 规划 理论 和 应 用 得 到 了 广泛 发 展 . 

二 次 厌战 期 间 ， 丹 齐 克 就 在 美国 空军 的 一 个 小 组 从 事 资源 
分 配 和 计划 编制 的 工作 . 大 战 以 后 , 他 回 到 伯克利 加 州 大 学 , 并 
取得 了 博士 学 位 . 这 时 , 他 成 为 美国 空军 审计 长 的 数学 题 问 , 从 
事 计划 工作 机 械 化 的 研究 . 

作为 一 个 数学 家 ， 首 先 变 把 问题 表达 清楚 ， 这 就 是 所 谓 建 
立 模型 的 工作 .这 时 ， 美 国 劳工 统计 局 所 做 的 列 昂 节 夫 〈 到 . 
Leontief) 投入 产 出 模型 使 他 受到 很 大 局 发. 列 昂 节 夫 是 十 月 革 
命 后 移居 美国 的 俄 裔 经 济 学 家 ， 他 的 投入 产 出 模型 是 先 阵 结构 
的 一 种 线性 模型 ， 在 概念 上 非常 简单 同时 又 足够 精细 ， 对 实际 
制订 计划 很 有 帮助 ， 当时， 经 济 学 家 们 已 经 形成 了 他 们 的 线性 
规划 模型 ， 并 且 已 经 有 了 一 些 求解 的 方法 ， 现 在 看 来 ， 这 些 方 
法 都 很 台 脚 ， 

1947 年 补 ， 丹 齐 克 拜访 了 到 济 学 家 柯 普 昌 〈T. J 
Koopmans)， 从 他 那里 知道 线性 规划 问题 还 没有 一 种 有 效 的 、 
一 般 的 算法 .这 年 夏天 ， 玉 齐 克 就 研究 从 可 行 区域 旺 多 面体 的 
一 个 顶点 出 发 ， 沿 着 凸 多 面体 的 校 ， 走 向 朋 标 函数 值 更 优 的 下 
一 个 项 点 的 方法 . 

p 维 凸 密 面 体 的 每 个 端面 ， 都 是 一 个 p 一 1 维 的 凸 多 面体 . 
例如 3 维 丁 雪 面体 〈 “钻石 >) 的 端面 都 是 2 维 的 凸 多 面体 ( 凸 
多 边 形 }. 

空间 中 仿 射 无 关 的 p 十 1 个 点 的 凸 包 ， 称 为 p 维 单 弛 形 ，1 
维 单纯 形 是 线段 ，2 维 单纯 形 是 三 角形 ，3 维 单纯 形 是 书面 体 ， 
思维 号 多 面体 可 以 分 割 为 一 个 个 p 维 单纯 形 , pp 一 1 维 册 多 面体 
可 以 分 割 为 一 个 个 p 一 1 维 单纯 形 . 这 样 分 割 时 ,可 以 不 出 现 新 
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的 顶点 .这 就 是 说 ， 单 纯 形 的 顶点 都 是 原 山 多 面体 的 顶点 . 

凸 多 面体 这 样 分 制 为 一 个 个 单纯 形 以 后 ， 属 于 同一 单纯 形 
的 两 个 顶点 称 为 基 相 邻 的 斋 点 ， 丹 齐 克 的 单纯 形 算法 ， 通 过 一 
种 矩阵 表格 的 运算 ， 提 供 了 站 一 个 顶点 走向 相 廓 顶点 中 目标 丙 
数值 最 忱 的 顶点 的 方法 ， 

翻 开 任何 一 率 介 绍 单纯 形 算法 的 教科 书 ， 并 且 花 一 点 耐性 
把 它 读 下 去 ， 你 就 知道 学 会 单纯 形 算法 的 操作 并 不 是 一 件 转 维 
的 事 ， 不 过 ， 这 需要 列 出 许多 表格 ， 点 用 许多 篇 幅 ， 所 以 本 书 
只 好 割爱 ， 而 代 之 以 上 面 这 祥 比 较 笼 统 的 介绍 . 

提出 单纯 形 算法 以 后 ， 丹 齐 克 有 了 两 个 不 居心. 首先， 线性 
规划 的 一 般 理 论 当 时 还 不 完备 ， 为 此 ， 他 到 普林斯顿 高 等 研究 
院 ,向 人 们 称 为 当 伐 最 融 大 的 数学 家 的 色谱 意 曼 人 .von Neu- 
mann) 请 教 . 原来 ， 当 时 冯 ， 诺 意 营 刚 六 和 摩根 斯 滕 写 完 《 对 
策 论 和 经 济 行为 》 这 本 数理 经 济 学 的 划时代 的 巨著 ， 这 本 巨著 
以 稍 许 不 同 的 方式 ， 为 线性 规划 理论 葛 定 了 坚实 的 基础 . 关于 
线性 不 等 式 的 理论 ， 关 于 是 多 面体 的 理论 ， 就 是 关于 线性 规划 
的 理论 ， 

- 另 一 方面 ， 丹 齐 克 耽 心 单纯 形 算 法 在 实际 计算 时 是 不 是 有 
效 ， 会 不 会 算得 很 慢 ， 大 约 一 年 以 后 ,在 1948 年 六 月 ， 空 军 小 
组 的 成 员 告诉 丹 潮 克 ， 单纯 形 算法 对 于 所 有 试验 过 的 问题 ， 都 
非常 有 效 ， 这 真 出 乎 算法 发 明 者 本 人 的 预料 ，40 年 以 后 ， 舌 齐 
克 这 样 如 顾 自 己 当 时 的 愿 爱 : 

解 一 个 阶 数 为 m 的 线性 规划 问题 大 体 上 只 需要 

2m 到 名 4 次 选 代 ， 这 个 结果 确实 令 人 吃惊 ， 我 确实 未 

预料 到 嬉 革 盆 这 么 了 不 起 ， 我 当时 还 没有 解 商 维 问 题 

的 经 验 ， 我 不 能 疙 粮 自 己 的 几何 直 党 ， 例 加， 我 转 直 

澳 告 诉 我 ， 从 一 个 顶点 或 许 需要 经 过 很 多 步 才 能 想 动 
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到 相 都 的 下 一 个 顶点， 而 实际 上 只 需要 几 步 ， 简 单 地 

说 ， 在 高 维 空 间 ， 人 们 的 直觉 一 文 不 值 ， 

线性 规划 问 是 的 理论 价值 和 经 济 价值 ， 使 它 在 经 济 学 研究 ， 
方面 也 占有 重要 的 地 位 、 册 从 1969 年 颁发 经 济 学 庶 贝 尔 奖 以 
来 ， 上 面 提 到 的 康 托 洛 维 奇 ， 柯 普 曼 和 斯 蒂 格 勒 都 曾 因为 与 线 
性 规划 问题 有 关 的 工作 而 获奖 ， 列 遇 节 夫 则 因为 发 展 了 极 和 人 产 
出 方法 而 获奖 冯 ， 诺 意 受 健在 的 时 候 ， 还 没有 经 济 学 诺 只 和 尔 
奖 ， 不 然 的 话 ， 他 更 是 当之无愧 . 

更 在 ， 线 性 规划 可 说 是 理论 上 完备 ， 方 法 上 可 靠 . 这 里 所 
讲 的 方法 ,就 是 丹 齐 克 提 出 的 实际 使 用 效果 很 好 的 单纯 形 算法 . 

关于 线性 规划 理论 的 发 展 ， 还 有 一 个 值得 回味 的 故事 ， 在 
向 冯 “。 诺 意 虹 请 教 议 后 本 和 义 ， 兰 齐 友 参加 了 美国 计量 经 济 学 会 
在 威斯康星 举行 的 一 次 学 术 会 议 ， 会 议 的 参加 震中 有 堆 特 林 
(中 Hotelling), 柯 普 曙 斯， 加。 诺 意 曼 这 样 的 大 人 物 , 也 有 许 
多 刚 开 始 从 事 学 术 和 研究 的 年 轻信 ， 他 们 后 来 也 都 相当 知名 ， 他 
第 一 次 向 这 样 一 批 有 许多 著名 学 者 在 内 的 听从 演讲 关于 线性 规 
划 的 概念 ， 心 情 相 当 紧 张 ， 事实 上 ， 那 时 候 丹 齐 克 完 全 是 个 无 
名 小 于 . 

丹 齐 训 讲 完 以 后 ， 会 说 主席 照例 请 大 家 进行 讨论 ， 在 冷场 
一 会 儿 以 后 ， 著 名 经 济 学 家 赴 特 林 举 于 发 言 ， 他 站 起 来 ， 带 着 
大 们 熟悉 的 微笑 ， 毫 不 客气 地 说 : 

“但 是 ， 我 们 大 家 都 知道 ， 世 界 是 非 线性 的 . ” 讲 完 ， 就 庄 
严 地 上 坐 了 下 来 ， 

丹 齐 训 正 不 知道 怎样 回答 大 人 物 替 特 林 的 质疑 ， 冯 : 诺 意 
党 举 起 了 手 ， 他 说 :“ 主 席 先 生 ， 如 果 演 讲 人 不 介意 的 话 ， 我 将 
乐于 并 他 回答 这 个 问题 ,” 丹 齐 克 当然 同意 . 冯 。 诺 意 受 对 大 家 
说 : 
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“报告 人 把 他 的 题目 吕 做 战 性 规划 ,非常 认真 地 打 

还 了 他 的 公理 ， 如 果 你 有 什么 应 用 问题 是 满足 这 些 公 

理 的 ,你 可 以 采用 他 的 方法 ， 如 果 你 没有 这 样 的 应 用 

问题 ， 那 当头 不 必 有 赵强 ,” 

这 真是 一 个 科学 督学 的 问题 ， 从 根本 上 说 ， 和 伏特 林 的 看 法 
完全 正确， 世界 确实 是 非 线 性 的 ， 而 且 是 高 度 非 线性 的 .但 是 
这 种 看 法 ， 即 使 是 完全 正 砚 的 看 法 ， 不 应 当 捆 住 人 类 解 岂 面 交 
问题 的 手脚 ， 可 幸 的 是 ， 线 性 系统 〈 线 性 不 等 式 组 或 线性 方程 
组 ) 还 是 可 以 用 于 近似 地 解决 人 们 在 实际 规划 问题 中 吉 到 的 弧 
大 部 分 非 线性 关系 ， 而 且 和 解决 得 十 分 成 功 ， 本 章 提 到 的 投入 产 
出 经 济 分 析 和 线性 规划 的 理论 和 方法 ， 都 是 极 富 将 理 启发 的 例 
子 ， 
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成 熟 的 单纯 形 算法 在 1951 年 公布 . 因为 它 总 是 可 以 很 快 找 
到 一 个 线性 规划 问题 的 最 优 可 行 解 ， 或 者 可 以 很 快 判断 一 个 线 
性 规划 问题 没有 最 优 可 行 解 ， 所 以 很 受 应 用 部 门 欢 迎 ， 志 束 征 
普遍 使 用 起 来 . 这 种 局 面 的 技术 背景 ， 是 数字 电子 计算 机 的 发 
展 和 普及 . 

. 但 是 ,直到 80 年代 以 前 , 单纯 形 算法 的 成 功 , 还 缺乏 计算 
复杂 性 理论 方面 的 基础 ，50 年 代 , 丹 齐 克 本 人 就 在 一 篇 文章 中 
表示 ,他 相信 单纯 形 算法 的 计算 成 本 ,是 线性 规划 问题 规模 ”和 
m 的 线性 函数 ， 换 句 话 说， 他 相信 单纯 形 算法 是 多 项 式 时 间 算 
法 中 最 好 的 一 种 算法 -一 一 线性 时 间 算 法 ， 但 是 ， 他 从 干 千 万 万 
实际 计算 情况 中 总 结 出 来 的 上 述 猜 根 ，-- 直 未 能 从 理论 上 得 到 
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证 明 . 

1972 年 ， 美 国 数 学 家 克 里 (V.。， Klee》 和 阅 带 (G. 
Minty) 在 《不 等 式 》 杂 志 上 发 表 的 - -篇 是 为 《单纯 形 算法 是 不 
是 很 好 ?》 的 论文 中 , 构造 了 一 类 线性 规划 和 问题, 如果 用 单纯 形 
算法 来 解 这 类 问题 ， 几 乎 要 检验 可 行 区 域 吓 多 面体 所 有 顶点 上 
的 目标 函数 值 ， 然 后 才能 找 出 最 优 可 行 解 ， 尽 管 克 里 和 阴蒂 人 
为 构造 的 那 类 线性 规划 问题 在 实际 应 用 中 从 未 疯 到 过 ， 但 是 根 
据 数 学 论证 总 是 着 眼 于 最 坯 销 形 分 析 的 传统 视角 ， 单 纯 形 算法 
就 不 是 理论 上 企 求 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 一 方面 ， 在 实际 应 用 中 
单纯 形 算法 总 是 计算 得 很 好 ， 另 -一 方面 ， 就 最 坏 情 形 而 言 它 又 
是 一 种 指数 时 间 算 法 ， 从 ?0 年 代 到 80 年 代 初 期 ， 单 纯 形 算法 
一 直 康 受 着 实际 使 用 总 是 很 好 而 理论 分 类 却 很 差 的 巨大 矛盾 

这 么 好 的 算法 却 还 不 是 多 项 式 时 间 算 法 ， 这 就 引起 了 一 个 
更 深刻 的 问题 ， 矛 盾 是 来 自 解决 线 性 规划 问题 的 单纯 形 算法 这 
种 具体 算法 ， 还 是 来 自 线性 规划 癌 题 的 本 身 ? 换 名 话说 ， 对 于 
线性 规划 问题 ， 究 竟 有 没有 -- 种 多 项 式 时 间 算法 ? 要 知道 ， 有 
些 间 题 ， 例 如 第 一 章 的 焚 天 宝塔 移 位 问题 ， 之 所 以 没有 和 多项式 
时 间 算 法 ， 是 问题 本 身 的 难度 所 决定 的 ， 算 法 设计 得 再 好 ， 也 
不 可 能 是 多 项 式 时 间 算 法 . 

随 着 计算 机 应 用 和 计算 机 科学 的 发 展 ， 单 纯 形 算法 在 实 算 
经 验 和 理论 成 果 之 间 的 强烈 反差 ， 越 来 越 引 起 人 们 关注 整个， 
70 年 代 ， 线 性 规划 问题 究竟 有 设 有 多 项 起 时 间 算 法 ,成 了 关注 
的 中 心 . 正 是 在 这 种 酸 癌 下 ， 苏 联 青 年 学 者 喻 畜 安 〈L，G， 
Khachian》 发 表 了 一 篇 题 为 《线性 规划 的 多 项 式 时 间 算 法 》 的 
论文 ， 提出 了 线性 规划 问题 的 椭 球 算法 . 

椭 球 算法 专门 对 付 形 如 
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Gil1 十 … 二 Ge< 
这 样 的 整 系 数 线性 不 等 式 组 ， 所 有 不 等 号 都 是 严格 不 等 号 ， 符 
合 所 有 不 等 式 的 点 的 集合 ， 就 是 问题 的 可 行 区 域 ， 与 前 面 所 说 
的 那些 线性 规划 问题 不 同 的 是 ， 现 在 只 要 找到 可 行 区 域 中 的 一 
个 点 , 即 中 要 找到 符合 所 有 不 等 式 的 一 个 点 , 问题 就 算 解 决 了 . 
不 难 证 明 (本 书 从 略 }, 线性 规划 问题 都 可 以 归结 为 上 述 形 式 的 
严格 不 等 式 组 的 问题 ， 求 线性 规划 问题 的 最 优 可 行 解 ， 就 归结 
为 求 上 述 严格 不 等 式 组 的 可 行 区 域 中 的 任意 一 点 . 
梢 球 算法 有 若干 不 同 的 形式 .现在 ， 我 们 介绍 某 种 条 件 下 
应 用 的 炳 球 算法 的 基本 思想 ， 为 叙述 方便 , 我 们 约定 , 当 包 表 
示 形 如 
号 + 有 < 
的 精 球 体 时 ， EE 表示 椎 应 的 形 如 
于 + 和 = 
的 椭 球面， 注意 EE 的 维 数 总 是 n, 而 的 维 数 总 是 一 1]. 当 ai 
=…:=a- 了 时 ， 桢 球 就 变 成 了 贺 球 . 
首先 ;从 nn 和 mx 可 以 算出 正 数 7 二 rtnym} 和 vv 一 vty)， 
”使 得 只 要 问题 有 解 ,那么 以 原点 为 中 心 7 为 半径 的 球体 Es 与 严 
格 不 等 式 组 的 可 行 区 域 凸 多 面体 之 交集 已 非 空 ,并且 交集 书 的 
体积 至 少 是 
算法 : 
步 0 取 瑟 .为 以 原点 为 中 心 > 为 半径 的 球体 ， 置 丰 : 一 0. 
步 1 如 果 栅 球 的 中 心 符合 严格 不 等 式 组 ,那么 这 个 中 
心 就 是 所 求 的 解 , 停机. 否则 , 的 中 心 至 少 违反 一 个 不 等 式 ， 
» 06。 


不 妨 设 违反 

dat amt. hb, 
那么 

CHI 二 nT CO 
所 决定 的 n 一 1 维 超 平 面 11 与 椭 球 面 e, 交 于 一 个 a 一 2 维 的 椭 
球面 和 在 P 的 另 一 侧 作 超 平 面 如 ,1 与 4 平行 , 并 且 切 椭 球 
面 ei 于 点 4+ 过 点 4 和 和 n 一 2 维 桶 球面 如 ;1 作 一 个 n 一 1 锥 
柄 球面 ei,:， 把 以 它 为 边界 的 权 球 体 i 记 作 Er,， 置 :一 十 1， 
回 刘 步 1， 


”图 46 是 2 一 2 时 算法 的 示意 图 ,这 时 粗 实 线 所 图 的 凸 多 边 
形 就 是 问题 的 可 行 区 域 , 它 与 E。 的 交集 PP 如 阴影 所 示 . 由 于 
一 2， 算 法 中 的 x 一 1 维 趣 平 面 就 是 1 维 的 直线 , n 一 2 维 椭 球 面 
就 是 两 个 点 ， 


谓 4.6 
可 以 证 明 ; 存在 一 沾 由 nx 和 sm 决定 的 正 数 c = ctn,m) 满足 
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Oc]l, 使 得 用 丁 球 算法 依次 得 到 的 椭 球 Eur Ei: FE;, ny 符 


心 
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Ei41 的 体积 很 ec 。 瑟 的 体积 
的 关系 ， 由 此 即 得 佑 计 式 
玉 : 的 体积 所 后 已 的 体积 ， = 二 1，2，3， 

血 一 方面 , 从 算法 的 服 述 易 知 , 每 次 得 到 的 新 的 彬 球 EE ， 
都 仍然 把 集合 P 整个 包 在 里 面 ， 所 以 ,算法 产生 的 每 个 椭 球 的 
体积 ， 都 出 大 ， 由 此 可 见 ， : 定 有 -个 下 整数 二， 使 得 产生 
Eo Flr me， 瑟 k 之 和 后， 计算 就 会 中 止 ， 否 则 会 和 上 述 体 积 的 舍 
计 式 着 盾 . 

依据 算法 ， 计 算 停 下 来 是 因为 已 经 找到 了 问题 的 解 ， 但 是 
要 注意 算法 前 讲 的 “只 要 向 题 有 解 ,集合 己 的 体积 至 少 是 z” 的 
语句 : 任何 算法 不 能 排除 原 问 题 没 有 解 的 可 能 性 所 以 ， 椭 球 
算法 是 这 样 一 种 算法 : 如 果 问 题 有 解 , 一定 可 以 在 天 步 之 内 找 
到 问题 的 一 个 和 解 ; 如 果 计 算 了 天 步 仍 未 找到 问题 的 解 ， 就 可 以 
断定 原 问 题 根本 没有 和 解 . 

无 论 找 到 具体 的 解 还 是 断定 没有 解 ， 都 不 必 再 找 下 去 ， 问 
题 都 已 彻底 和 解决， 所 以 ， 上 面 的 叙述 ， 局 经 确立 了 椭 球 算法 的 
收 全 性 ， 

更 为 重要 的 是 , 经 过 细心 的 演算 , 这 个 KK 可 以 用 n 和 mx 这 
两 个 变 元 的 包 项 式 表 示 出 来 , 换 句 话说 , 随 着 nn 和 mi 的 增长 , 开 
按照 n 和 xm 的 包 项 式 的 关系 增长 . 所 以 . 椭 球 算法 是 -- 种 多 项 
式 时 间 算 法 . 

前 面 说 过 ， 求 解 线 性 规划 问题 的 最 优 可 行 解 ， 都 可 以 归结 
为 求 相 应 的 严格 不 等 式 给 的 可 行 解 ， 而 后 者 可 以 用 椭 球 算法 
“在 多 项 式 时 间 内 ”得 到 解决 ， 这 就 说 明 ， 线 性 规划 问题 有 多 项 
式 时 间 算 法 . 

* 0 


读者 在 前 面 已 经 知道 线性 规划 问题 的 重要 性 ， 哈 奇 安 的 论 
文 ， 使 人 们 舒 了 一 口气 . 这 是 1979 年 震动 数学 界 、 计 算 机 科学 
界 和 许多 应 用 部 门 的 大 事 ， 有 趣 的 是， 当 哈 奇 安 一 举 扬名 ， 美 
国 记 者 去 访问 他 的 老师 时 ， 老 师 却 同 答 “ 想 不 到 ” 事实 上 , 哈 
奇 安 的 同学 和 同事 们 几 年 来 针对 组 合 的 或 非 光滑 的 或 凸 的 最 优 
化 问题 ， 已 经 对 椭 球 算法 进行 了 深入 的 研究 ， 取 得 了 很 好 的 成 
果 ， 险 奇 安 的 功绩 ， 可 以 说 “只 是 ”别出心裁 地 把 椭 球 算法 用 
到 线性 规划 问题 上 去 尹 接 就 是 创造 ， 综 合 就 是 创造 ， 这 也 是 
哈 奇 安 给 我 们 的 启示 . 

细心 的 读者 会 发 现 , 在 上 述 精 球 算法 中 “过 点 A++ 和 = 一 
2 维 柄 球面 &- 作 ”一 1 维 椭 球 面 +”, 是 一 件 可 能 相当 困难 或 
相当 麻烦 的 事 ， 但 是 险 奇 安 们 早先 已 经 研究 出 了 一 个 公式 ， 可 
以 很 容易 完成 这 项 工作 ， 还 要 说 明 的 是 :标准 的 栅 球 算法 原来 
要 求 超 平面 + 经 过 椭 球 EE 的 中 心 , 但 这 毫 不 影响 我 们 所 作 的 
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险 奇 安 的 论文 发 表 以 后 ， 人 们 对 椭 球 算法 寄 邓 厚望 . 可 是 ， 
在 应 用 问题 的 实际 计算 中 , 精 球 算法 老 是 比 单纯 形 算法 算得 慢 ， 
而 且慢 很 和 多， 于 是 。 又 出 现 了 新 的 反差 : 理论 上 ， 单 纯 形 算法 
是 指数 时 间 算 法 ， 炳 球 算法 是 多 项 式 时 间 算 法 ， 所 以 权 球 算法 
比 单纯 形 算法 优越 ， 实 贱 中 ， 椭 球 算法 却 远 远 不 是 单纯 形 算 法 
的 对 手 ， 随 后 的 几 年 时 说 里 ， 人 们 致力 于 改进 炸 球 算法 ， 但 收 
效 其 微 ,改变 不 了 桶 球 算法 在 实际 计算 中 远 远 落 在 后 边 的 局 面 . 
1984 年 ， 旅 美 印 度 青年 数学 家 卡 马 卡 〈《N. Karmarkar) 发 
99。 


表 论 文 ， 提 出 线性 规划 问题 又 一 种 新 算法 ， 这 种 新 算法 不 仅 在 
理论 上 是 多 项 式 时 间 算法 ,而且 据说 有 时 算得 比 单纯 形 算法 快 ， 
特别 对 于 东 解 某 些 大 型 的 线性 规划 和 问题， 据说 新 算法 比 单 纯 形 
算法 快 好 几 倍 . 卡 马 卡 的 论文 , 肯 一 次 引起 变动 , 人们 设想 , 新 
算法 果真 对 若干 大 型 问题 计算 得 比 单纯 形 算法 快 的话 ， 就 有 可 
能 千 得 一 些 原来 由 于 规模 太 大 而 无 法 解决 的 线性 规划 问题 得 到 
有 效 的 解决. 

单纯 形 算法 的 转 点 是 ， 从 可 行 区 域 凸 多 面体 的 一 个 顶点 开 
始 ， 沿 着 多 面体 边沿 上 的 楼 ， 一 个 顶点 -个 顶点 走 下 去 ,等 走 
一 步 , 情况 都 得 到 改善 (目标 函数 值 变 小 或 变 大 )， 直至 得 到 间 
题 的 最 优 可 行 解 ， 或 者 判定 问题 没有 最 优 可 行 解 . 

对 于 一 个 凸 多 面体 来 说 ， 如 果 从 这 类 走 到 那 一 头 ， 规 定 内 
许 沿 着 边沿 上 的 楼 走 的 话 ， 这 似乎 是 一 种 绕 圈子 的 走 法 ， 从 这 
头 到 那 头 ， 能 不 能 从 凸 多 面体 的 内 部 择 过 去 呢 ? 卡 马 卡 提出 的 
这 种 新 算法 正好 具有 上 从 内 部 插 过 去 的 性 质 ,经 常 要 计算 的 点 * 是 
可 行 区 域 凸 多 面体 的 内 点 .所 以 ， 卡 马 长 提出 的 新 算法 ， 以 及 
大 们 受 卡 马 卡 的 启发 陆续 改进 和 形成 的 一 大 类 具体 算法 ， 统 称 
线性 规划 问题 的 内 点 算法 ， 

上 马 卡 算法 因为 要 反复 做 投影 变换 和 仿 射 变换 ， 技 术 性 很 
强 ,所 以 很 难 在 这 本 小 册子 里 作 类 似 于 对 栅 球 算法 那样 的 介绍 ， 
也 许 ， 下 述 敌 而 统 之 的 描述 ， 对 某 些 读者 仍 有 少许 帮助 。 设 多 
面 彝 为 P,a 基 P 的 一 个 内 点 . 通过 变换 ,把 它们 变 为 多 面体 P 
和 点 a， 使 得 a' 是 户 的 “中 心 " 这 时 ,局 限 在 P' 中 以 & 为 球 
心 的 某 个 球面 上 解 原来 的 线性 规划 问题 , 设 所 得 为 上 #, 最 后 , 把 
5 通过 上 述 变 换 的 逆 变 换 送 回 到 卫 内 去 , 记 作 六 再 以 5 作为 新 
的 a， 蛋 复 上 述 算法 . 

卡 马 卡 算法 不 仅 理论 上 是 多 项 式 算法 ， 而 且 有 时 确实 算得 

=- 了 人 人 


比 单 纯 形 算法 快 ， 这 是 它 吸 引 人 的 地 方 ， 由 于 线性 规划 问题 在 
理论 上 和 在 效益 上 的 重要 性 ， 内 点 算法 一 时 成 为 国际 数学 界 关 
注 的 新 发 展 。1986 年 召开 的 四 年 一 度 的 国际 数学 家 大 会 ， 道 请 
卡 马 卡 做 最 高 规格 的 一 小 时 报告 . 

对 于 以 卡 马 卡 算法 为 代表 的 内 点 算法 的 研究 ,有 - “种 现象 ， 
就 是 别人 发 表 的 论文 比 卡 马 卡 及 其 问 事 们 所 写 的 更 多 ， 诛 因 之 
一 ， 是 因为 卡 马 卡 及 其 同事 是 美国 贝尔 实验 室 的 研究 人 员 ， 贝 
尔 实 验 室 是 美国 一 个 很 有 实力 的 多 科 性 的 研究 和 开发 集团 .出 
于 保护 知识 产权 的 考虑 , 卡 马 卡 不 能 发 表 他 的 算法 的 若干 细节 
这 就 使 得 别人 采用 卡 马 卡 算法 计算 同 “个 线性 规划 间 题 时 ， 效 
率 往往 不 如 卡 马 卡 及 其 同事 宣称 的 那么 高 , 这 种 差距 积累 久 了 ， 
就 会 引起 一 定 程度 的 怀疑 ， 的 确 ， 在 卡 马 卡 头 一 篇 论文 发 表 大 
约 4 年 以 后 ， 曾 经 发 生 过 他 在 重要 的 国际 学 术 会 议 上 及 时 透露 
机 器 程序 的 一 些 细节 以 平息 疑虑 的 情况 . 

今天 ， 如果 有 人 说 卡 马 卡 算 法 已 经 把 椭 球 算法 远 远 抛 在 后 
边 ， 那 基本 上 确 是 如 此 .但 是 ， 哈 奇 安 的 椭 球 算法 首次 证 明了 
线性 规划 问题 有 多 项 式 时 间 算 法 ， 功 不 可 没 ， 至 于 卡 马 卡 算法 
和 单纯 形 算法 的 比赛 ， 却 仍 在 进行 之 中 ， 两 种 算法 在 理论 方面 
之 长 短 ， 上 面谈 过 一 些 ， 下 一 节 还 要 谈 .在 实际 计算 方面 ， 比 
较 普遍 同意 的 看 法 是 : 单纯 形 算法 仍然 是 最 受 欢 迎 的 具有 很 高 
效率 的 算法 ， 但 在 某 些 情况 下 卡 马 卡 算法 有 它 自己 的 优势 . 

不 管 情况 如 何 发 展 , 卡 马 卡 算法 开创 的 内 点 算法 的 发 展 ,是 
80 和 90 年 代 应 用 数学 研究 领域 的 盛事 .这 是 一 场 相 得 益 朝 的 
“竞争 ”， 
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$5 斯 梅 尔 论证 了 和 丹 齐 克 的 信念 


前 已 说 过 ,上 丹 齐 况 在 1947 年 提出 了 线性 规划 问题 的 单纯 形 
算法 ， 当 时 ， 季 在 理论 和 实 算 两 个 方面 都 不 是 很 有 把 握 的 .经 
过 一 年 的 试验 , 人 们 告诉 他 , 单纯 形 算法 的 计算 效率 意外 地 好 . 
在 理论 方面 , 他 把 线性 规划 理论 系统 化 , 总 结 多 年 的 实践 经 验 ， 
完善 了 各 种 专门 技巧 , 在 1963 年 出 版 了 题 为 《线性 规划 及 其 推 
广 》 的 太 部 头 著作 . 

在 那个 时 候 ,明确 的 数值 计算 复杂 性 理论 尚未 形成 . 但 是 ， 
算法 效率 如 何 ， 当 然 已 是 人 们 关心 的 同 题 ， 单纯 形 算法 的 效率 
如 何 呢 ? 丹 齐 克 未 能 从 理论 上 完整 地 回答 这 个 辣 题 ， 却 在 书 中 
明白 地 提出 了 自己 的 信念 ，; 

“人 人 们 相信 ， 在 细 来 数 严 国定 的 情况 下 ， 对 一 个 

随机 选取 的 线性 规划 问题 来 说 ， 用 单纯 形 算法 解决 这 

个 问题 所 需要 的 选 代 次 数 ， 正 比 于 变 重 数目 站” 

为 了 更 准确 地 理解 这 有 段 舌 ， 我 们 采用 矩阵 符号 来 表达 标准 
形式 的 线性 规划 问题 ， 设 问题 是 

min 有 一 Ci 十 十 Cao， 
ste au 二 amr 


rll 十 ~ TT ameTn bn 


Tl Ta. 


令 答 阵 
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向 量 


明王 3 玫 
d= :| Cc :| 
; ,] 


同时 ， 变 量 亦 表示 成 


-| 


那么 ， 拯 问题 可 以 紧 凌 地 用 一 种 话 写 下 来 ; 

找 满足 x 实 0，Axr 庆 上 的 IEE 放 使 2 二 c， 工 达到 最 小 . 

x 蕊 ， 表示 zz 是 % 维 向 莉 ， 癌 样 , 我 们 知道 AER™, bE 
R" ,cE R". 项 个 同 维 向 量 作 点 乘 , 就 是 分 量 依 次 相 雏 然后 求 和 ， 
具体 来 说 ，c* z=czi 二 十 crx。 

按照 上 述 标 准 形式 ， 我们 只 要 知道 

线性 规划 问题 的 数据 (4， #6, cc)， 
整个 问题 也 就 清楚 了 .大 家 可 以 看 到 ， 符 阵 方式 的 数据 表示 十 
分 简洁 .这 里 注意 ， 向 量 也 看 成 短 阵 ， 是 只 有 一 列 的 矩阵 ， 肥 
过 来 , 抢 阵 亦 可 看 成 向 量 . 例如 上 面 的 A, 是 mn 维 向 量 , 所 以 
我 们 写 A€ ~， 

这 样 台 起 来 ，(4， 5, c) 就 是 一 个 如 一 mr 十 天 十 维 向 量 ， 
或 者 说 是 RY 中 的 一 个 点 . 于 是 , 在 给 定 m 和 nn 的 条 件 下 , 令 六 
二 mn 十 mr 十 hn， 那么 任何 -个 m 阶 n 锥 的 线性 规划 僻 题 都 可 以 
表示 为 Re 中 的 一 个 点 ; 反 过 来 ，R* 中 任何 一 个 点 也 都 表示 一 
个 m 阶 x 维 的 线性 规划 问题 . 

基于 这 样 的 认识 , 所 谓 随机 选 到 的 线性 规划 问题 ; 就 是 
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中 随机 选取 的 点 . 

1982 年 ， 斯 梅 尔 证 实 了 丹 齐 点 的 信念 . 当然 ， 局 限于 最 坏 
情形 分 析 的 传统 ， 是 不 会 得 到 这 样 的 结果 的 ， 因 为 克 里 和 阅 攻 
已 经 说 明 ， 在 最 坏 的 情况 下 ， 单 纯 形 算法 是 指数 时 间 算 法 .斯 
梅 尔 在 &*” 空间 中 引进 概率 测度 ， 进 行 概率 情形 分 析 ， 他 证 明 
了 ， 在 约束 数 m 园 定 的 情况 下 , 线性 规划 同 题 单 续 形 算法 的 计 
算 成 本 〈 以 选 代 次 数 或 顶点 转换 次 数 衡量 》 的 平均 数 ， 随 变量 
数目 = 线性 增长 ， 

概率 情形 分 析 的 基本 模式 是 : 除去 概率 为 的 最 坏 的 情 
形 , 对 剩余 的 1 一 # 那 么 多 的 问题 , 结果 特 是 如 何 ? 平均 情形 分 
桥 , 则 要 把 最 坏 情 形 也 考虑 在 内 . 比如 说 一 个 问题 有 i0 种 情形 ， 
发 生 概率 都 一 样 . 最 坏 情 带 的 运算 量 是 100, 而 其 余 9 种 情形 的 
运算 量 都 只 是 2, 那么 运算 量 的 平均 数 将 是 12. 读者 可 以 想象 ， 
由 于 也 要 对 付 最 坏 情 形 ,平均 情形 分 析 是 一 项 难度 更 大 的 工作 ， 

在 这 里 ， 我 们 不 准备 介绍 斯 梅 尔 的 整个 做 法 ,而 只 所 出 他 
的 指导 思想 ， 斯 梅 尔 写 道 : 

“牛顿 算法 和 分 片 线性 算法 都 可 以 看 作 路 在 绰 踪 

算法 ， 这 是 我 们 几 篇 论文 的 主题 、 用 这 种 方法 ， 体 可 

议 把 丹 齐 攻 的 单纯 形 算 法 也 看 作 路 摊 引 踪 距 法 , 因此 ， 

线性 规划 的 单纯 形 算法 和 牛顿 工法 之 冯 的 联 来 并 不 令 

人 感到 意外 ， 事 实 上 ， 在 线性 互补 问题 的 框架 中 ， 这 

种 关 琳 确实 受 非 常 疝 单 和 非常 自然 的 .” 

我 们 只 说 一 说 什么 是 线性 互补 问题 ,什么 是 路 径 跟 踪 算 法 . 
了 解 当今 热门 的 这 两 个 论题 的 概 魏 ， 是 会 有 好 处 的 ， 

线性 互补 问题 〈linear complementarity problem) 的 一 般 提 
法 是 ; 给 定 〈-e ,9)， 其 中 .是 好 X 好 和 目 阵 ， 4 是 好 维 向量 ， 
求 村 维 向 量 x 使 得 (7) 一 9， 这 里 钙 (z) 二 zx? 十 -efx  ， 其 中 
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z" 是 向 量 > 把 负 分 量 都 置 0 后 所 得 的 向 量 ,z* 是 向 量 z 把 正 分 
量 都 得 0 后 所 得 的 向 量 ， 
给 定 线性 规划 问题 (4，5，c)， 令 
一 [ 一 4 ,= 人 
A 0 -2 [aj 
就 得 到 相应 的 线性 互补 问题 (wr ，gq}， 其 维 数 关系 是 肝 二 mm 十 
n， 可 以 证 明 ， 线 性 规划 问题 C4， 4，c) 有 一 个 解 当 且 仅 当 相 
应 的 线性 互补 问题 tx, y) 有 一 个 解 , 并 且 它 们 的 解 由 然 地 相 
和 对 应 ， 
许多 应 用 数学 问题 ， 特 别 是 运 等 学 方面 提出 来 的 问题 ， 都 
可 以 放样 转化 为 线性 互补 问题 . 
现在 说 说 路 径 跟 踪 方 法 ， 
为 求 映射 f; Rr-*R" 的 零点 { 恨 }, 我 们 选择 -一 个 零点 清楚 
的 辅助 映射 8:， 中 一 下 ， 控 昭 
盏 对) tgtry + (1 -fy 
或 其 它 方式 ,构造 连接 g 各 /的 同 伦 
H: {0,1]]XFR—R". 
当 参 数 :二 1 时 , 吾 (1,x) 就 是 g(z) ; 当 和 参数 上 0 时 ,五 (0,z) 
就 是 Az) ， 在 一 定 的 条 和 件 下 ， 同 伦 五 的 等 点 集 
HO = {2 EE TO XR : HUx) = 0} 
是 一 些 互 不 相交 的 光 渭 的 简单 曲线 , 一 涉 是 g 的 零点 ， 一半 是 
了 的 零点 . 从 已 知 的 5 的 零点 出 发 , 沿 着 这 些 曲线 走 ， 就 可 以 到 
达 待 求 的 了 的 零点 ， 这 就 是 局 伦 方 法 ， 一 种 典型 的 路 径 跟 踪 算 
法 的 原始 思想 - 
如 果 进 一 步 对 空间 [0, 1] x 产 进行 分 割 成 一 个 个 n 十 1 维 
单纯 形 的 所 请 单纯 削 分 ， 并 且 职 
YT: [0, 1] XR'-* RR’ 
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在 每 个 项 点 上 和 互 一 残 , 在 各 单纯 形 内 部 是 仿 射 映射 , 那么 更 
就 是 分 片 线性 映射 ， 其 零点 集 
P={ EL TXR: Vu,x)=0) 
在 一 定 条 件 下 是 简单 折线 .党 着 这 些 折线 走 的 方法 ， 电 做 分 片 
线性 同 伦 算法 . 
图 未 7 之 左右 ， 分别 是 同 伦 算法 和 分 片 线性 同 伦 算法 的 示 
意图 ， 后 者 也 叫 单纯 同 伦 算法 ， 
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留 4.37 
在 我 国 ， 线 性 互补 问题 有 和 路径 跟 踪 算 法 ， 部 是 有 待 开展 的 
研究 工作 ， 属 更 多 同行 关心 它 . 


8$6 复杂 性 讨论 的 学 科 环 境 


研究 数值 计算 ,当然 要 考虑 计算 成 本 或 算法 效率 的 问题 . 在 
这 个 意义 上 , 数值 计算 的 复杂 性 问题 , 可 以 追 漳 到 很 早 以 前 . 20 
世纪 中 叶 议 来 ， 由 于 计算 机 技术 的 发 展 ， 许 多 以 前 无 法 对 付 的 
问题 变 得 可 以 考虑 , 计算 复杂 性 的 讨论 开始 迅速 发 展 . 然而 , 站 
到 20 扯 纪 70 年 代 . 这 种 讨论 都 带 有 局 部 的 和 新近 的 特征 . 
斯 梅 尔 的 参加 ， 是 计算 复杂 性 讨论 得 到 强大 推动 和 取得 直 
硕 成 果 的 转机 ， 以 往 的 计算 复杂 性 讨论 ， 大 量 是 计算 速度 和 收 
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化 阶 的 讨论 ， 例 如 可 以 这 样 提出 问题 : 在 〈 通 常 关 于 初始 值 
的 ) 什么 桩 的 条 件 下 ， 守 算 有 几 阶 合 速 ， 这 就 是 局 部 的 和 渐 近 
的 讨论 。 斯 梅 尔 带 来 的 转折 ， 则 是 从 整体 上 而 不 是 从 局 部 探讨 
某 种 算法 的 总 的 计算 成 本 或 者 平均 计算 成 本 ， 回 答 在 随机 地 选 
玉 一 个 初始 值 或 者 随机 地 选取 一 组 问题 参数 的 条 件 下 ， 和 解决 某 
种 类 性 的 数值 计算 向 题 的 平均 成 本 是 多 少 . 

新 的 讨论 需要 新 的 学 科 环 境 ， 这 一 节 作 为 全 书 的 结尾 ,对 
此 作 一 粗 线条 的 介绍 . 

拓扑 学 ”研究 数值 计算 的 总 成 本 或 者 平均 成 本 ， 并 且 是 从 
整体 上 痢 虚 问题 ， 就 必须 引进 拓 提 学 和 几何 学 . 

在 某 种 意义 上 ;拓扑 学 是 数学 讨论 从 局 部 走向 整体 的 桥 染 . 
每 个 局 部 都 等 同 于 欧 氏 空间 开 集 的 几何 对 象 , 就 是 所 谓 流 形 . 所 
以 ， 流 形 是 由 政 氏 开 球 祥 接 起 来 的 ， 如 果 拼 接 得 光滑 ， 就 得 到 
光 清 流 形 或 微分 流 形 ， 流 形 是 局 部 定义 的 整体 概念 ， 关 于 向 量 
场 积分 曲线 的 讨论 ， 如 果 限 于 欧 兵 空间 ， 就 是 常 微分 方程 的 内 
痊 ， 如 果 在 流 形 上 上 整体 考 志 ， 就 属于 动力 系统 范畴 ， 这 就 是 一 
个 典型 的 说 明 ， 信 得 注意 的 是 ， 在 流 形 上 展开 的 数学 讨论 ， 往 
往 只 需要 形式 上 局 部 的 验证 ， 即 可 得 到 整体 的 结论 

拓扑 学 在 其 它 领域 的 应 用 发 展 很 快 ， 之 所 以 会 这 祥 ， 并 不 
是 由 于 代数 拓扑 或 微分 拓扑 的 高 深 理 论 或 最 新 成 果 ， 而 主要 是 
因为 拓扑 学 本 质 上 上 整 体 的 讨论 方式 适应 了 其 它 领 域 的 要 求 ， 是 
因为 拓扑 学 的 一 些 基 本 方法 〈 如 同 伦 ， 单 纯 前 分 ， 论 定 值 域 几 
平 短 一 点 都 是 光滑 映射 的 正则 值 的 萨 德 定理 等 ) 在 其 它 领域 开 
拓 了 应 用 . 通 喀 线性 代数 和 多 元 微 积 分 基础 的 读者 ， 不 难 掌握 
拓扑 学 的 这 些 最 基本 但 也 是 最 重要 的 内 容 . 

当然 ， 这 并 不 是 说 只 用 到 拓扑 学 的 基础 的 概念 和 浅野 的 结 
果 . 例如 , 在 斯 梅 尔 关 于 算法 的 “拓扑 复杂 度 ” 的 研究 之 中 , 用 

本 了 站 六 = 


到 了 代数 拓扑 中 关于 “ 辫 群 ”的 上 同调 环 的 结果 ， 而 且 有 些 成 
果 不 能 从 单 复 变 情形 推广 到 多 复 变 情 形 ， 恰 恰 是 因为 代数 拓扑 
中 一 些 问题 未 获得 解决 . 

代数 几何 古典 代数 几何 是 在 仿 射 空间 和 射影 空间 研究 多 
项 式 方程 组 的 解 集 (代数 簇 ) 的 构造 的 理论 . 所 以 , 代数 几何 本 
来 就 是 和 方程 理论 紧密 联系 的 ， 不 仅 许 多 算法 不 来 就 是 对 多 项 
式 方程 组 提出 来 的 ， 而 和 且 多 种 通用 算法 的 复杂 性 讨论 都 必须 首 
先 从 多 项 式 对 象 的 情形 开始 . 这 个 开端 虽然 已 经 取得 可 喜 成 果 ， 
但 是 还 远 远 谈 不 上 结束 ， 代 数 几 和 何 对 复杂 性 讨论 的 重要 性 由 此 
可 见 ， 洗 多 关于 多 项 式 的 讨论 都 以 齐 次 方程 的 讨论 为 基础 ， 这 
就 需要 在 射影 空间 中 展开 . 代数 几何 的 前 置 课程 是 线性 代数 ,再 
加 上 一 点 仿 射 几何 ， 笑 影 几何 ,拓扑 学 和 复 分 析 . 

儿 何 概率 ”几何 概率 是 非 概率 数学 工作 者 容易 接受 的 数学 
概念 ,向 一 块 条 纹 板 随 机 她 发 射 ， 击 中 深 色 条 纹 的 概率 是 多 少 ? 
这 就 是 几何 概率 的 例子 . 

对 于 生 顿 送 代 ， 考 虑 初始 值 对 收 全 性 或 效率 的 影响 ， 在 确 
定 了 好 与 坏 的 标准 以 后 ， 好 的 初始 值 在 勒 贝 格 (Lebesgue) 测 
度 的 意义 上 占 全 空 权 的 比率 ， 就 是 在 空间 中 任 取 一 点 作为 初始 
值 算法 运行 得 好 的 概率 . 反 过 来 ， 罚 定 一 个 初始 值 对 不 同 的 多 
项 式 或 不 同 的 函数 进行 牛顿 只 代 ， 如 果 能 够 在 相应 的 阴 数 空间 
中 引进 适当 的 测度 ， 也 可 以 讨论 从 这 个 固定 的 初始 值 开始 ， 对 
任 一 函数 进行 牛顿 闪 代 时 算法 运行 得 好 的 概率 是 多 少 ， 

积分 几何 中 以 关于 不 同 维 数 体积 之 间 的 关系 的 富 比 尼 
(Fubini》 定 理 为 中 心 的 有 关内 容 , 是 复杂 性 理论 中 几何 概率 讨 
论 的 基本 手段. 

音 叶 函数 理论 ”一 元 情形 的 牛顿 选 代 是 在 复 平 面 上 进行 
的 ， 收 答 性 是 对 于 算法 的 最 基本 的 考虑 ， 因 为 在 单 根 ( 单 零点 } 
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附近 ， 多 项 式 或 解析 沙 数 的 行为 都 近似 于 单 叶 函 数 ， 所 以 复杂 
性 讨论 就 自然 联系 到 复 变 函数 论 中 的 单 叶 函数 理论 , 具体 地 说 ， 
与 比 狗 巴赫 猪 想 一 一 德 布 痊 吉 斯 定理 有 关 的 工作 ， 都 在 斯 梅 尔 
等 人 的 复杂 性 讨论 中 起 着 重要 作用 (参看 第 三 章 第 2 节 ) 拓扑 
学 和 几何 学 的 整体 处 理 ， 加 上 单 叶 消 数 理论 的 细致 分 析 ， 促 成 
了 许多 成 果 的 结晶 . 

与 国外 的 学 者 比较 ， 我 国 … 些 数学 家 在 拓扑 和 代数 方面 略 
逊 ， 却 以 分 析 的 切 夫 见长 ， 对 这 种 格局 ， 也 建议 采取 一 种 参与 
前 途 征 ， 醒 数学 家 和 们 得 以 发 挥 自 己 之 所 长 . 


本 书 讲 了 斯 梅 尔 的 开创 性 工作 ， 并 上 且 一 再 提 丰 数值 计算 的 
老 法 宝 一 -牛顿 算法 ， 我 们 并 不 联 蜂 这 个 着 恒 点、 斯 梅 尔 在 
1986 年 世界 数学 家 大 会 上 的 报告 中 说 : 

“任何 算法 如 果 已 被 验证 能 够 解决 非 线 性 方程 组 
问题 ， 那 么 它 吕 定 有 是 牛顿 型 荆 法 .” 

这 多 话 ， 值 得 我 们 去 体味 , 


“09 ， 


1989 年 夏 , 国内 一 些 数 学 家 和 湖南 教育 出 版 社 编 辑 同 志 在 
南开 大学 和 北京 大 学 聚会 ， 深 深 感到 “当今 数学 的 面 朋 日 新 月 
异 ， 数 学 的 功能 正在 向 其 他 自然 科学 、 工 程 技 术 其 至 社会 科学 
顿 域 扩展 和 津 迁 ， 数 学 本 身 在 强大 的 社会 要 求 和 内 部 动力 的 推 
动 下 ,不断 严 求 自 肖 的 发 展 和 完美 ”, 希望 能 组 织 各 方面 专家 级 
写 一 批 书 藉 ,“ 在 中 学 数学 的 基础 上 ， 用 现代 现 点 向 高 中 生 、 中 
学 教师 、 大 学 生 、 工 程 技术 人 员 、 自 状 科 学 和 社会 科学 工作 者 
以 及 一 切 数 学 爱好 者 介绍 一 些 数 学 于 想 ， 使 大 家 焉 正 地 认识 数 
学 ， 了 解数 学 ， 热 爱 数 学 ， 走 向 数学 *， 这 就 是 “走向 数学 ”从 
韦 的 起 源 ， 我 们 商定 过 赛 通 俗 读物 的 宗 叶 是 :“ 用 浅显 易 懂 的 语 
言 从 各 个 方面 和 吝 度 向 读 省 展示 一 些 重要 的 数学 思想 ， 讲 述 数 
学 (尤其 是 现代 数学 ) 的 重要 发 展 ， 介 绍 数学 新 兴 领 域 、 数 学 的 
广泛 点 用 以 到 数学 史上 主要 数学 家 〈 包 括 我 国 数学 家 ) 的 或 
就 .” 

由 于 数学 界 大 力 支 持 .“ 数 学 天 元 项 目 ” 的 黄 助 和 各 方面 热 
情 协助 , 一 年 后 第 一 辑 入 本 书 与 读者 见面 , 第 二 加 也 即将 出 版 . 
这 十 六 本 书 尽 营 深浅 不 同 , 风格 各 异 , 但 至 少 有 一 个 共同 之 处 ， 
即 作者 们 均 朝 着 本 从 书 的 宗旨 和 目标 作 了 认真 的 努力 . 

在 这 批 书 中 ， 作 者 们 介绍 了 近年 来 数学 一 些 重 要 发 展 和 新 
的 方向 (其 中 包括 1990 车 费 尔 防 奖 苞 得 者 VY、jones 在 拭 扑 学 
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担 结 理论 方面 的 本 出 工作 ， 拓 站 学 家 Kubn 和 Smale 在 数值 复 
杂 性 方面 的 开创 性 工作 , 实 动 力 杂 统 的 莫 基 性 结 采 人 等 ), 以 中 学 
数学 为 起 点 介绍 一 些 数学 分 支 和 课题 (如 自 击 数 、 非 欧 几何 、 有 
人 限 域 、 本 性、 和 拉 姆 案 理 论 、Polya 计数 技术 等 )， 通 计 具 体 实 例 
引伸 出 重要 的 数学 导 想 和 方法 [如 数论 在 数值 计算 中 的 应 用 , 几 
何 学 前 近 代 观 点 ， 群 在 集合 上 的 作用 ， 计 算 的 复杂 性 概念 革 )， 
从 不 同 的 出 面 介绍 了 数学 在 物理 、 化 党、 经 济 学 、 信 息 社 学 以 
芭 工 农 亚 生产 等 方面 的 广泛 应 用 ， 包 括 华 罗 广 示 授 多年 米 在 中 
国 普 及 数学 方法 的 宝 再 经 验 . 在 书 的 正文 或 附录 中 ， 作 者 们 介 
绍 了 中 外 许多 数学 家 的 生平 和 业绩 ， 特 别 是 国内 外 数学 家 为 华 
罗 上 让 教授 所 写 的 纪念 文章 ,从 不 同 侧 面 回忆 了 他 时 年 的 业绩 , 才 
扫 他 为 新 中 国 墙 并 人 对 和 热 壳 祖国 献身 事业 的 可 下 精神 ， 这 对 
于 我 们 《 筷 桥 年 轻 一 代 ) 是 有 很 大 教育 意义 的 ， 

尽 雹 作者 们 作 了 很 大 竟 努 力 ， 但 我 们 深 后 ， 用 通俗 语言 介 
绍 如 此 丰富 的 数学 思想 和 飞 获 的 发 展 , 是 一 项 十 分 艰难 的 任务 ， 
在 第 一 批 书 出 版 之 后 ,我 们 热诚 地 欢迎 广大 读者 的 批评 和 意见 ， 
以 利于 今后 改进 和 提高 . 如 前 所 述 , 这 批 书 的 写作 网 咎 各 异 , 取 
材 的 河 度 和 广 朗 也 有 所 差别 ， 即 使 不 少 作者 几 易 其 痴 ， 力 图 把 
基点 放 在 初 革 娄 学， 但 是 要 介 鳃 现代 数学 的 思想 和 内 容 ， 很 难 
避免 引进 深 一 层 的 概念 和 方法 ， 所 以 ， 我 们 不 能 营 求 读者 在 最 
初 几 遍 就 能 把 书 中 角 述 的 内 容 和 体现 的 思想 方法 全 部 读 懂 ， 但 
是 希望 具有 不 同 程 度数 学 知识 和 修养 的 数学 爱好 者 在 认真 读 过 
这 些 书 之 后 都 能 有 所 收获 ， 开阔 眼界 ， 增 长 见识 ， 从 而 更 加 认 
识 数学 ， 了 解数 学 ， 执 爱 数 学 和 走向 数学 ， 


冯 克 吉 


识 于 一 蕊 蕊 二 年 五 月 


“JI 了 。 


